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L'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive  a  subi,  dans  les 
derniers  temps,  des  changements  importants  par  l'introduction, 
dans  les  programmes  d'études  des  Ecoles  Polytechniques,  de  l'ex- 
posé des  méthodes  de  représentation  graphiques  connues  sous  la 
dénomination  de  Perspectives  rapides. 

Ces  méthodes  de  dessin,  autrefois  considérées  comme  de 
simples  tracés  empiriques  et  employées  seulement  à  la  représen- 
tation de  quelques  formes  géométriques  ou  d'objets  se  rapprochant 
de  ces  formes,  sont  de  véritables  projections  exactes,  ayant  la  Géo- 
métrie pour  base  et  pouvant,  comme  les  projections  diédriques  et 
cotées,  rendre  des  services  à  la  Géométrie  spéculative. 

Tous  les  problèmes  de  Géométrie  solide  qui  ont  pour  objet  la 
détermination  de  positions  ou  de  longueurs  peuvent  être  résolus 
graphiquement  à  l'aide  de  ces  projections  nouvelles,  bases  scien- 
tifiques des  Perspectives  rapides  et  de  la  Perspective  linéaire. 

Le  cadre  de  la  Géométrie  descriptive  créée  par  Monge  doit 
donc  s'élargir  et  comprendre  l'étude  de  ces  projections,  au  même 
titre  que  celle  des  projections  diédriques  et  cotées. 

Nous  traitons,  dans  ce  volume,  les  projections  axonométriqiies, 
obliques  et  centrales,  que  nous  appliquons  au  point,  à  la  droite  et 
au  plan,  et  nous  réunirons  les  différentes  perspectives  dans  un 
traité  séparé,  plus  logiquement  intitulé  :  Applications  de  Géométrie 
descriptive. 

L'étude  de  ces  projections  et  la  rédaction  de  ce  tome  nous  ont 
été  particulièrement  facilitées  par  l'adoption  de  la  méthode  d'ensei- 
gnement si  rationnelle  et  si  logique,  appliquée  avec  tant  de  succès 
aux  projections  diédriques  et  cotées  par  notre  savant  et  regretté 
Maître,  Monsieur  le  Professeur  Brasseur,  et  résumée  par  lui  d'une 
manière  si  parfaite  dans  l'excellent  Programme  de  son  cours  (*). 


(*)  J.   B.  Brasseur,  Professeur  à  l'Université  de  Liège.  Programme  d'un 
Cours  de  Géométrie  descriptive.  —  Liège  1840. 
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Celle  inélhode  nous  a  également  rendu  de  grands  services  dans 
la  rédaclion  des  (\o[i\  premières  parties  de  notre  liailé. 

Il  est  (le  noire  devoir  de  nienlioniior  ici  les  ouvrages  qui  nous 
ont  été  d'une  grande  utilité  dans  l'étude  de  ces  projections,  et  nous 
désirons  vivement  que  la  lecture  de  notre  travail  puisse  contribuer 
à  r('tude  de  ces  excellents  traités.  Ce  sont  : 

roiiNiDery,  Géométrie  perspective.  —  Paris  1828. 

Mop\%itli,  A  f réalise  ou  isométrical  drawing.  —  London  1834. 

Wojor,  Lrltrbuch  der  Axonométrie.  —  Leipzig  1852. 

J.  tvcisbnch,  Anleitioig  :um  axonomctrischen  Zeichncn.  —  Frciberg  1857. 

nohrrt  .«ichniit,   Théorétisch-prachtisdier  Lehrgang  der  Axonométrie.  Leip- 

zig  1850. 
J.  de  lu  Goiirnerie,  Traité  de  Géométrie  descriptive  1862-1864. 
Pohike,  Barstellende  Géométrie.  —  Berlin  1866. 
J.  MrlilcMlnjser,  Barstellende  Géométrie.  — Wien  1870. 
^v.  Ficfllrr,  Darstellrnde  Géométrie.  —  Leipzig  1871. 
J.  P.  i^chniK,  Cours  de  Géométrie  descriptive.  —  Liège  1868-1874. 
.*.  Mannlirim,  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  VEcoïe  Polytechnique.  — 

Pari.s  1880. 

Ayant  reconnu  que  la  théorie  des  projections  centrales,  basée 
uniquement  sur  les  principes  de  la  Géométrie  élémentaire,  conduit 
à  des  démonstrations  fatiguantes,  surtout  dans  le  chapitre  des 
rabattements  polaires,  nous  n'avons  pas  hésité  à  nous  servir  de 
quelques  principes  et  théorèmes  tirés  de  la  Géo7nétrie  supérieure 
synthétique  qui  conduisent  à  des  solutions  très- élégantes  et  fort 
simples  :  Les  projections  centrales  sont  d'ailleurs  considérées 
par  quelques  auteurs  comme  partie  intégrante  de  la  Géométrie 
de  Position. 

Louvain,  Novembre  1882. 
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PROJECTIONS   AXONOMÉTRIQUES 


Chapitre  premier. 


Considérations  générales.  Définitions. 


1.  Par  un  point  0  de  l'espace  (Fig.  1),  menons  trois  plans  se 
coupant  à  l'angle  droit  et  formant  autour  de  ce  point  huit  trièdres 
trirectangles. 

Appelons  le  point  0  origine  et  les  huit  trièdres  obtenus  trièdres 
des  coordonnées;  les  arêtes  OX,  OY,  OZ  et  leurs  prolongements  sont 
les  axes  coordonnés  et  les  faces  ZOX,  ZOY,  XOY  et  leurs .  prolonge- 
ments indéfinis  les  plans  coordonnés. 
Breithof.  Géom.  descript.  III.  2 
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Choisissons  les  plans  coordonnés  de  manière  que  XOY  soit  un 
plan  horizontal;  l'axe  coordonné  OZ  sera  vertical. 

Le  trièdro  trirectangle  OYXZ  sera  le  premier  trièdre  coordonné. 
Une  longueur  mesurée  sur  les  axes  coordonnés  OX,  OZ  ou  OY  est 
positive;  portée  sur  les  prolongements  OX',  OZ'  ou  OY'  de  ces  axes 
cette  longueur  devient  n/yative. 

2.  Détermination  du  point.  Soit  (Fig.  2)  un  point  «  de  l'es- 
pace. Par  ce  point,  menons  trois  plans  rectangulaires  respectivement 
parallèles  aux  trois  plans  coordonnés. 

Ces  plans  coupent  les  axes  coordonnés  OX,  OY  et  OZ  suivant 
des  longueurs  Oa,  Ov  et  0-  qui  sont  les  coordonnées  reclauf/îdaires  du 
point  »  et  que  nous  représenterons  respectivement  par  x,  y  et  z. 

I  Oii=^ première  ordonnée  [ 

Nommons  \  Ov  =y deuxième  ordonnée  \  du  point  a. 

(  0z=5 troisième  ordonnée  ( 

s  /  «a'  /  premier    [        ,  /  première  c 

1    <xa"  du  point  a  au  <  deuxième  \  \  deuxième  \  hauteur  de  « 

■^  *  .     •  -        /coordonné/.     .  .,        / 

troisième  \  \  troisième  \ 

('  première   /   hauteur  du    [  troisième 

I  deuxième  \       point  ■^       l 
\  troisième  '  est  égale  à  la  (  première  \ 
Tout  point  de  l'espace  est  sufisamment  déterminé  par  ses  trois 

coordonnées. 

II  suffit,  en  effet,  de  mener,  par  le  point  [i,  extrémité  de  x,  un 
plan  parallèle  à  ZOY,  par  v,  un  plan  parallèle  à  ZOX  et  par  tî,  un  plan 
parallèle  à  YOX,  pour  qu'à  leur  intersection  commune  on  retrouve 
le  point  a  dont  on  avait  donné  les  coordonnées  x,  y  et  z. 

Le  signe  des  coordonnées  dépend  de  la  position  du  point  et 
réciproquement,  un  point,  dont  les  coordonnées  sont  connues  en 
grandeur  et  en  direction,  se  trouvera  dans  un  des  huit  trièdres 
coordonnés  que  l'on  déterminera  facilement. 

Ainsi,  par  exemple,  le  point  P,  dont  les  coordonnées  sont  x,  —  y, 
—  2  se  trouvera  dans  le  trièdre  OXY'Z'. 

Parallélipipède  des  coordonnées.  Les  trois  plans  coordonnés 
et  les  trois  plans  menés  par  le  point  *  et  qui  leur  sont  respectivement 


aa 


La  \  deuxième  \       point  ■^       \  deuxième  )  ordonnée  de  ce  point. 
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parallèles,  se  coupent  et  comprennent  un  parallélipipède  rectangle 
ayant  Torigine  0  et  le  point  «  pour  sommets  opposés. 

Ce  parallélipipède  porte  le  nom  de paraUe'lijnpède  des  coordonnées. 

Chaque  côté  de  ce  solide  est  égal  et  parallèle  à  une  des  coor- 
données du  point  a,  et  quatre  de  ses  côtés  sont  chaque  fois  égaux  et 
parallèles  à  une  certaine  ordonnée  de  ce  point. 

3.  Représentation  du  point.  Concevons  actuellement  un  plan 
quelconque  P  inégalement  incliné  sur  les  trois  plans  coordonnés, 
sans  toutefois  coïncider  avec  un  tel  plan,  lui  être  parallèle  ou  per- 
pendiculaire. 

Appelons  ce  \i\sin  plan  defgiire,  et  projetons,  sur  ce  plan,  l'ori- 
gine 0,  le  point  a  et  tout  le  parallélipipède  des  coordonnées  de  la 
figure  2.  L'origine  se  projette  en  0  (Fig.  3),  le  point  «  en  a,  les  axes 
coordonnés  suivant  les  lignes  ox,  oy  et.  oz  et  qui  prennent  le  nom 
à^axes  de  jjrojeciion,  et  les  coordonnées  0[i^  Ov  et  or.  respectivement 
sur  les  axes  ox,  oy  et  oz  suivant  les  longueurs  om,  on  et  op,  qui  sont 
avec  0[x,  Ov  et  Ot.  dans  un  certain  rapport  qui  varie  avec  l'inclinaison 
des  axes  coordonnés  sur  le  plan  de  figure. 

Il  est  évident  que,  la  direction  dex  axes  de  projection  étant  con- 
nue ainsi  que  les  rapports  de  réduction  qui  lient  les  coordonnées  de 
«  aux  projections  de  ces  lignes,  les  trois  points  n,  p  et  m  sont  connus 
également  et  la  projection  complète  du  parallélipipède  des  coordon- 
nées sur  le  plan  de  figure  s'en  déduira  aisément. 

Il  en  résulte  immédiatement  la  projection  a  du  point  a  sur  P. 

Nous  voyous  donc  que  la pirojection  a  d'nn ])oint  a  sur  le  plan  de 
figure  P  se  déduit  des  projections  sur  ce  plan  des  trois  coordonnées  de 
ce  point. 

La  projection  a  d'un  point  a  sur  un  plan  P  ainsi  déduite  des 
projections  des  coordonnées  de  ce  point  en  est  la  projection  axono- 
mé trique. 

La  méthode  de  ces  projections  constitue  Vaxonométrie. 

La  projection  axonométrique  est  orthogonale  ou  oblique  suivant 
que  les  projetantes  sont  normales  ou  obliques  au  plan  de  figure  P. 

Remarque.  Nous  nous  occuperons,  dans  ce  livre,  des  projec- 
tions axonométriques  orthogonales  ou  2)rojections  axonométriques  pro- 
prement dites. 
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Nous  admettons  également  que  Je  plan  de  Jigun  passe  par 
V origine  0. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  voyons  que  l'aspect  de  la  projec- 
tion du  parallélipipède  des  coordonnées  sur  P  varie  avec  Tinclinai- 
son  de  ce  plan  sur  les  axes  coordonnés. 

Les  éléments  nécessaires  à  la  détermination  de  la  projection 
du  parallélipipède,  donc  à  la  détermination  de  la  projection  axono- 
métriquc  du  point  *  sont  : 

La  position  des  trois  axes  de  projection  ; 
Les  angles  que  ces  axes  forment  entre  eux  ; 
Le  rapport  ou  coefficient  de  réduction  qui  lie  une  longueur  portée 
sur  un  axe  coordonné  à  sa  projection  sur  l'axe  de  projection  corres- 
pondant. 

Ces  trois  éléments  varient  avec  la  position  du  plan  de  figure  P 
par  rapport  aux  axes  coordonnés  et  peuvent  donner,  pour  certains 
cas,  des  aspects  plus  ou  moins  favorables  aux  projections  axono- 
métriques. 

On  a  calculé  ces  différents  éléments  pour  différentes  positions 
du  plan  de  figure  et  formé  un  tableau  avec  les  valeurs  obtenues  (11). 
De  cette  façon,  une  fois  la  position  de  P  adoptée,  on  a  immédiate- 
ment les  positions  relatives  des  axes  de  projection  ainsi  que  le  rap- 
port de  réduction  de  l'unité  de  longueur  de  chaque  axe  coordonné 
sur  l'axe  de  projection  correspondant. 

La  construction  de  la  projection  du  parallélipipède  des  coor- 
données, celle  de  la  projection  axonométrique  d'un  point,  etc.  de- 
viennent des  opérations  graphiques  des  plus  simples. 

Nous  consacrerons  les  paragraphes  de  ce  chapitre  à  la  construc- 
tion graphique  des  éléments  nécessaires  aux  projections  axonomé- 
triques. 

4.  Définitions.  —  Conventions.  Appelons  angles  de  pente  des 
axes  coordonnes  les  angles  que  ces  lignes  font  avec  leurs  projections 
sur  P,  donc  avec  les  axes  de  projections  correspondants. 

/  a  l  l'angle  de  pente  de  l'axe  coordonné   [  OZ  ; 
Nommons     h  \      r^  »  n  »  |  OY; 


U 


ox. 
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Les  axes  de  projection  forment  enti-e  eux  des  angles. 

sign( 
par 


[  r  :  l'angle  des  axes  de  projection    /    OzetO;»; 
Désignons  >^j      „  »  ,  O.etOy; 


t  ^       ■»  »  »  •    OxQiOy. 

Plaçons  l'origine,  le  sommet  du  parallélipipède  des  coordonnées, 
dans  le  plan  de  figure  P,  et  supposons  les  trois  axes  coordonnés 
d'un  môme  côté  de  ce  plan,  en  admettant  toutefois  Taxe  coordonné 
OZ  parallèle  à  la  direction  de  la  verticale. 

Le  plan  coordonné  XOY  sera  horizontal. 

L'axe  de  projection  Oz  sera  une  droite  à  laquelle  les  projections 
axonométriques  des  verticales  seront  parallèles. 

Une  fois  les  axes  coordonnés  adoptés  et  fixés,  voyons  quels  sont 
les  éléments  nécessaires  h  la  détermination  du  plan  de  figure  P. 

5.  Détermination  du  plan  de  figure.  Le  plan  de  figure  passe 
par  l'origine,  laisse  les  trois  axes  coordonnés  d'un  même  côté  et  fait, 
avec  le  plan  coordonné  horizontal  XOY,  un  certain  angle  i,  l'angle  de 
pente  de  P  sur  XOY.  Cet  angle  est  nommé  angle  de  pente  du  trièdre 
des  coordonnées. 

La  trace  de  P  sur  XOY  est  une  droite  à  laquelle  toutes  les 
lignes  de  plus  grande  pente  de  XOY  sont  perpendiculaires,  dans 
l'espace  aussi  Lien  qu'en  projection  orthogonale  sur  P. 

Le  trièdre  des  axes  coordonnés  étant  fixe,  le  plan  P  est  suffi- 
samment déterminé  par  rapport  à  ce  trièdre,  et  réciproquement  ce 
dernier  par  rapport  à  P,  si  l'on  connaît  l'angle  que  fait  l'axe  coor- 
donné OX  avec  la  ligne  de  plus  grande  pente  de  XOY  sur  P  qui 
passe  par  l'origine. 

Appelons  cet  angle  angle  de  direction  du  trièdre  des  coordonnées, 
et  désignons  le  par  d. 

Les  angles  de  pente  i  et  de  direction  d  déterminent  les  positions 
relatives  qu'occupent  dans  l'espace  le  trièdre  des  coordonnées  et  le 
plan  de  figure. 

Remarquons  de  suite  que ,  dans  l'axonométrie  orthogonale, 
V angle  de  2)ente  de  Vaxe  coordonné  OZ,  donc  de  la  verticale,  est  le 
complément  de  l'angle  de  pente  du  trièdre  des  coordonnées. 

C'est  sous  l'angle  «=90°— i  que  toutes  les  projetantes  rencon- 
trent les  verticales. 
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Ces  préliminaires,  définitions  et  conventions  posés,  nous  voyons 
qu'avant  de  pouvoir  exécuter  la  projection  axonométrique  d'un  objet 
quelconque,  on  doit  connaître  : 

1°  Zrt  direction  des  axes  de  projec/io/i  ; 

2**  La  re'ductioii  que  suVit  une  grondeur  comptée  sur  un  axe 
coordonné  quelconque  quand  elle  est  projetée  sur  Vaxe  de  projection 
correspondant. 

La  construction  de  ces  éléments  essentiels  à  l'aide  d'autres  élé- 
ments connus  sera  l'objet  de  trois  problèmes  fondamentaux. 

6.  Problème  I.  Etant  donnés  Vangle  de  pente  i  et  Vangle  de 
direction  d  du  trièdre  trirectangle  des  coordonnées,  construire  les  trois 
axes  de  projection. 

Solution  (Fig.  4).  Plaçons  l'origine  0  dans  le  plan  P  et  admet- 
tons quel'axe  coordonné  vertical  se  projette  suivant  Or,  direction 
parallèle  à  celle  que  l'on  adopte  ordinairement  pour  la  verticale 
dans  les  dessins  de  projection.  Il  reste  à  trouver  les  deux  autres 
axos  de  projection. 

Le  plan  coordonné  horizontal  XOY  coupera  P  suivant  une  hori- 
zontale OT  qui  passe  par  0  et  qui  est  perpendiculaire  en  ce  point  à 
l'axe  coordonné  OZ,  donc  également  à  l'axe  de  projection  Oz.  {Géom. 
descript.  P*  partie  §  49). 

Rabattons,  autour  de  OT  sur  P,  le  plan  coordonné  XOY  avec 
les  axes  coordonnés  OX  et  OY  et  une  de  ses  lignes  de  plus  grande 
pente  OR. 

La  ligne  de  plus  grande  pente  sera  rabattue  en  OR;  l'axe  coor- 
donné OX  sera  en  OX  et  fait  avec  OR  un  angle  égal  à  l'angle  de 
direction  d  du  trièdre  des  coordonnées  ;  l'axe  coordonné  OY  sera  la 
perpendiculaire  OY  menée  en  0  sur  OX. 

Le  rabattement  des  axes  coordonnés  ainsi  obtenu,  il  suffit,  pour 
résoudre  le  problème,  de  trouver  les  projections  de  ces  lignes,  ou  de 
passer  des  rabattements  sur  P  aux  projections  sur  ce  même  plan. 

A  cet  effet,  menons,  par  un  point  n'  quelconque  de  OR,  une 
droite  parallèle  à  OT  et  relevons  cette  droite.  La  droite  relevée 
étant  toujours  parallèle  à  OT  il  suffit,  pour  la  déterminer,  de  relever 
un  de  ses  points. 


I 
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Relevons  donc  le  point  w'  et,  à  cet  effet,  rabattons  la  ligne  de 
plus  grande  pente  OR  du  plan  coordonné  XOY  de  l'espace  autour 
de  OR  considéré  comme  trace-projection  du  plan  projetant  de  la 
ligne  de  plus  grande  pente  sur  P.  L'angle  de  pente  i  du  trièdre  des 
coordonnées  étant  connu,  le  nouveau  rabattement  de  OR  sera  en 
OR'  et  le  point  n'  en  n'\  à  une  distance  de  0  égale  à  0«'.  Du  rabatte- 
ment n"  on  passe  à  la  projection  n  par  la  considération  que  la  pro- 
jection d'un  point  sur  un  plan  est  unie  au  rabattement  de  ce  point 
sur  le  même  plan  par  une  perpendiculaire  à  l'axe  de  rabattement. 

La  droite  parallèle  à  OT  menée  par  %'  sera  donc  relevée  en  vnm, 
et  les  points  m'  et  v'  appartenant  respectivement  aux  axes  coordon- 
nés rabattus  OX  et  OY,  seront  relevés  en  m  et  en  v  et  détermineront 
les  lignes  Oaix  et  Orx,  donc  les  axes  de  projection  Ox  et  Oy  du 
trièdre  des  coordonnées. 

7.  Problème  II.  Etant  donnés  les  trois  axes  de  projection,  con- 
struire, sur  chacune  de  ces  lignes,  la  projection  axonométrique  d''u?ie 
longueur  donnée  S2ir  les  axes  coordonnés  correspondants  du  trièdre  des 
cooi'données . 

La  solution  de  ce  problème  se  base  sur  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  Si  Von  coupe  un  trièdre  trirectangle  par  un  plan 
quelconque,  et  si  Vo,i  projette,  sur  ce  plan,  le  triangle  obtenu  ainsi  que 
les  arêtes  du  trièdre,  les  projections  des  trois  arêtes  du  trièdre  coïnci- 
dent avec  les  hauteurs  du  triangle  projeté. 

En  effet,  le  plan  projetant  de  l'arête  OA  (perpendiculaire  à  la 
face  COB)  est  perpendiculaire  à  la  face  COB  (Fig.  5)  et  au  plan  de 
projection  P  qui  coupe  le  trièdre  suivant  ABC. 

Les  traces  de  ce  plan  projetant  et  de  la  face  OCB  sur  le  même 
plan  de  projection  ABC  sont  donc  perpendiculaires  entre  elles. 
{Géométrie  descriptive.  I"  partie  §  62). 

Le  même  raisonnement  s'appliquant  aux  plans  projetants  des 
arêtes  OB  et  OC  on  voit  que  les  projections  de  ces  arêtes  sur  ABC 
coïncident  avec  les  trois  hauteurs  de  ce  triangle. 

On  voit  aussi  que  les  trois  plans  projetants  se  coupent  suivant 
la  projetante  00'  du  sommet  0  du  trièdre. 

Solution  du  problème  II  (Fig.  6).  Coupons  le  trièdre  trirec- 
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tanîïle  des  coordonnées  par  un  plan  parallèle  an  plan  de  figure. 
Nous  obtiendrons  un  triangle  ABC.  Si,  au  lieu  de  projeter  le  trièdre 
sur  le  plan  de  figure,  nous  le  projetons  sur  le  triangle  ABC,  les  pro- 
jections des  axes  coordonnés  seront  parallèles  aux  axes  de  projection 
sur  P  et  auront  la  direction  des  trois  hauteurs  du  triangle  ABC. 
Une  certaine  longueur  portée  sur  un  axe  coordonné  et  projetée  sur 
ABC  sera,  dans  cette  projection,  réduite  dans  le  même  rapport 
qu'elle  l'est  dans  sa  projection  sur  P. 

Les  trois  plans  projetants  des  axes  coordonnes  se  coupent  sui- 
vant une  normale  à  P,  donc  à  ABC,  et  passant  par  l'origine  0. 

Coupons  le  trièdre  des  coordonnées  et  le  plan  de  projection 
nouveau  par  le  plan  projetant  de  Taxe  coordonné  OZ.  Ce  plan  cou- 
pera le  triangle  suivant  la  hauteur  AD  et  le  trièdre,  d'un  côté  sui- 
vant l'axe  coordonné  OZ  et  de  l'autre  suivant  la  ligne  de  pente  OD 
de  la  face  horizontale  XOY.  Les  trois  lignes  ainsi  obtenues  forment 
un  triangle  rectangle  dont  AD  est  l'hypothénuse  et  l'origine  0  le 
sommet  de  l'angle  droit.  Rabattons  ce  triangle  dans  le  plan  ABC 
autour  de  AD.  Le  triangle  ADO'  peut  être  construit;  on  en  donne 
l'hypothénuse  AD  et  la  projection,  sur  cette  ligne,  du  sommet  de 
l'angle  droit. 

Le  plan  projetant  de  l'axe  coordonné  OY  contient  OY,  coupe 
ABC  suivant  OB  et  le  plan  projetant  de  l'axe  coordonné  OZ  suivant 
une  normale  à  ABC  passant  par  0  et  dont  la  vraie  longueur  est  00'. 
Ces  trois  lignes,  00',  OB  et  l'axe  OY  forment  un  triangle  rectangle 
dont  0  est  le  sommet.  Ramenons  le  plan  projetant  qui  contient  ce 
triangle  dans  le  plan  projetant  de  l'axe  coordonné  OZ,  et  rabattons-le 
ensuite  autour  de  OB'  sur  le  plan  ABC.  Le  triangle  OO'B'  sera  le 
rabattement  du  triangle  rectangle  situé  dans  le  plan  projetant  de 
l'axe  coordonné  OY. 

Le  plan  projetant  de  l'axe  coordonné  OX  donne  également  un 
triangle  rectangle  que  nous  avons  rabattu  comme  le  précédent 
en  OO'C. 

Portons  actuellement  une  même  longueur  L  sur  les  hypothé- 
nuses  O'A,  O'B'  et  O'C,  rabattements  des  axes  coordonnés  OZ,  OY 
et  OX.  Ces  longueurs  O'/i,  O'k  et  O'm  projetées  sur  le  plan  ABC  sont 
égales  respectivement  aux  longueurs  hh',  M'  et  mtn'. 
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Désignons  la  valeur  M',  projection  crime  longueur  L  de  l'axe 
coordonné  OZ  sur  0.-,  par  Lz. 

—=Qz  indiquera  le  rapport  de  réduction  de  la  projection  IjZ 

à  la  longueur  L  de  Taxe  coordonné  OZ.  Une  longueur  quelconque 

de  OZ,  projetée  sur  Oz,  se  trouve  réduite  dans  le  rapport  -t-  —  Qz. 

Pareillement,  en  désignant  par  Lx  et  Li/  ce  que  devient  la  lon- 
gueur L  comptée  sur  OX  ou  sur  OY,  quand  elle  est  projetée  siirOx 

ou  sur  Oy,  nous  aurons  :  -T-=Qio  et  y^  =  Qy  pour  les  rapports  de  ré- 
duction des  projections  sur  0^  ou  0^  d'une  longueur  de  OX  ou  de  OY 
à  cette  longueur. 

Qx^  Qi/  et  Qz  sont  donc  des  rapports  de  réduction  propres  aux 
axes  de  projection  Ox,  Oy  et  0^. 

Remarques.  I.  L'angle  ODO'  est  l'angle  de  pente  du  trièdre 
des  coordonnées. 

II.  Nous  voyons,  par  les  deux  problèmes  qui  précèdent,  qu'il 
suffit  de  donner  l'angle  de  direction  et  l'angle  de  pente  du  trièdre 
des  coordonnées  pour  avoir  la  direction  des  axes  de  projection  et  le 
rapport  dans  lequel  varie  une  longueur  donnée  L,  comptée  sur 
chacun  des  trois  axes  coordonnés,  lorsqu'elle  est  projetée  sur  les 
axes  de  projection  correspondants. 

III.  Il  est  évident  que,  sachant  ce  que  devient  la  longueur  L 
comptée  sur  OZ  lorsqu'elle  est  projetée  sur  l'axe  0::^  on  pourra,  par 
une  construction  graphique  très  simple,  voir  ce  que  devient  une 
longueur  quelconque  R  de  l'axe  coordonné  OZ  en  projection  sur 
l'axe  de  projection  Oz. 

En  efî'et,  un  angle  quelconque  (Fig.  7)  ayant  pour  côtés  L  et  hz 
donne  immédiatement,  pour  la  longueur  OR  de  Taxe  OZ,  une  valeur 
OR'  pour  la  projection  de  OR  sur  l'axe  de  projection  Oz. 

On  a,  en  effet,  ^=^(^z  et  ^=rSi  d'où  OR'=OR  Q^. 

IV.  La  remarque  n''  III  sert  de  base  à  la  construction  des  échelles 
axonornétriques. 

V.  Les  rapports  Qa;,  Qy  et  Qc  varient  suivant  les  plans  de  ligure 

2. 
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que  l'on  adopte  et  deviennent  Q:r=i/-2,  1/3,  3/1,  4/5,  etc.  Il  en  sera  de 
même  de  Qy  et  de  Q.-,  et  il  est  ù  remarquer  qu'en  général,  pour  un 
même  plan  de  figure  P,  les  rapports  Qx,  Qi/  et  Qz  sont  différents. 

8.  Problème  III.  Une  longueur  L  portée  sur  les  trois  axes  coor- 
données est  réduite  sur  les  trois  axes  de  projection  dans  des  rapjwris 
connus^  construire  ces  axes. 

ir  •         j    (  respectivement  (  Ox  [cl  sont  les  angles  do 

les  projections  ae\  ,  )/^ti\7)         1  11 

s  {    sur  les  axes    <  Oy  dont  ;  b  '  pente  s\ir  le  plan 

la  longueur  L        j    .         ■    ,■  r^  )      /        1    «  o 

t  (de  projection  (  O^'  I  a  [       de  figure  F. 

On  aura  :  r=L  cos  c 
s=iL  cos  b 
t=lj  cos  a 
Si  a,  ?  et  Y  sont  les  auglcs  que  font  les  axes  coordonnés  (lignes 
se  rencontrant  à  angle  droit  à  Forigine  0)  avec  la  projetante  passant 
par  l'origine,  on  aura  : 

cos^a.  +  C05-?  +  ^os'^y  =  1 5 
et  cos-c  -f-  COS' h -\- COS' a  =  2  ; 
De  cette  dernière  égalité,  on  tire  r'-\-S'-{-t^  =  2L'.  Cette  relation 
nous  donne  la  valeur  de  L,  que  l'on  peut  d'ailleurs  construire  gra- 
phiquement comme  suit  : 

Construction  de  L.  Le  triangle  rectangle  vfm  (Fig.  8),  a  pour 
côtés  de  l'angle  droit  s  et  r.  Sur  l'hypothénuse  nm,  et  avec  no=t 
comme  deuxième  côté  de  l'angle  droit  n,  on  construit  un  nouveau 
triangle  rectangle.  Sur  l'hypothénuse  om,  on  décrit  une  demi- circon- 
férence de  cercle,  et  on  mène  le  rayon  2^(1  normal  au  diamètre  Om. 
La  longueur  qni  sera  égale  à  L. 

En  effet,  rfûi^=2pm^=jO)n^=j{t'-{-7wi')=^(t'-\-s"-\-p^)=h^. 
La  valeur  de  L  connue  nous  permet  de  construire  les  angles  de 
pente  des  axes  coordonnés  sur  le  plan  de  figure. 

Construction  des  angles  a,  h  et  c.  Sur  une  longueur  uv=r  (Fig.  9), 
on  construit  un  triangle  rectangle  dont  r  est  un  des  côtés  de  l'angle 
droit  et  L  l'hypothénuse  ;  wvn  sera  l'angle  de  pente  c  de  l'axe  coor- 
donné OX. 

On  construit  de  même  les  angles  de  pente  J  et  a  et  on  remarque 
que  l'angle  a  est  en  même  temps  le  complément  de  l'angle  de 
pente  i  du  trièdre  des  coordonnées. 
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Constniciioii  des  axes  de  jjroJecHoji.  Supposons  l'origine  en  0 
(Fig.  10),  et  l'axe  de  projection  Oz  dans  la  direction  adoptée  pour 
la  verticale.  Le  plan  projetant  de  l'axe  coordonné  ZO  coupe  le  plan  P 
et  le  trièdre  suivant  un  triangle  rectangle.  Comme  l'angle  de  pente 
de  l'axe  coordonné  OZ  est  connu,  le  rabattement  de  ce  triangle  au- 
tour de  sa  base  sur  le  plan  P  se  trouvera  en  ZO'M.  Le  sommet  M  est 
donc  un  point  du  plan  P  et  du  plan  coordonné  horizontal  XOY,  dont 
OM  est  la  projection  de  la  ligne  de  plus  grand  pente  qui  passe  par 
l'origine. 

La  trace  de  la  face  YOX  du  trièdre  des  coordonnées  sur  le 
plan  P  passera  donc  par  M  et  sera  normale  en  ce  point  à  OM. 

Le  plan  projetant  de  l'axe  coordonné  OY,  ramené  par  rotation 
dans  le  plan  projetant  de  l'axe  OZ  et  rabattu  ensuite  sur  P  nous 
donne,  après  rabattement,  le  triangle  rectangle  OO'A',  dans  lequel 
00'  est  connu  ainsi  que  l'angle  de  pente  b  de  l'axe  coordonné  OY. 
Le  point  A'  ramené  en  A  sur  MA  sera  la  trace  sur  P  de  l'axe  coor- 
donné YO  lequel  axe  se  projette  sur  l'axe  de  projection  Oy. 

Ou  trouvera,  par  une  construction  et  un  raisonnement  ana- 
logues aux  précédents,  le  point  B  et  par  suite  l'axe  de  projection  OnD. 

Vérifications.  En  joignant  les  points  A,  B  et  G,  on  obtient  le 
triangle  ABC,  section  faite  par  le  plan  de  figure  P  dans  le  trièdi'e 
trirectangle  des  coordonnées.  Les  axes  de  projection  doivent  coïnci- 
der avec  les  hauteurs  de  ce  triangle  (7). 

Conditions  de  possiliïiié  dît  problème.  Nous  savons  que  L  cos  c=:r 

d'où  C05-  c=  .,  ,    ^  ,  ,, 

Or,  pour  que  l'angle  c  soit  réel,  il  faut  que  la  fraction 
/2-|-/2j_^2   î^oit  <  1  ou  que  r^  <  i^-\-s'^. 

On  trouvera  de  même  que 

.       l  &  ,  ,        l  5^  <  **^  +  ^^ 

les  angles  {       sont  réels  si  {    ,        a    .     a 
\a  \  t-  <r2-f  52. 
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Du  choix  du  plan  do  ligure  et  des  trois  systèmes  axonométriques. 


9.  Le  plan  do  iîguro  peut  être  choisi  do  manière  qu'un  plan  qui 
lui  est  parallèle  coupe  le  trièdre  trirectangle  des  coordonnées  sui- 
vant un  triangle  équilatéral,  isoscèle  ou  scalène. 

Voyons  quelles  sont,  pour  ces  trois  cas,  les  directions  des  axes 
et  les  rap]iorts  de  réduction  Qœ,  Q?/  et  Q;:. 

Premier  cas.  La  section  par  nn'plaii  imraUèU  à  V  est  un  trian- 
gle équilatei-al. 

Les  axes  de  projection  dirigés  suivant  les  hauteurs  du  triangle 
équilatéral  ABC  (flg.  11)  t'ont  entre  eux  dos  angles  égaux  valant 
chacun  120". 

Les  longueurs  OA,  OC  et  OB  étant  égales,  puis(]uc  le  point  0 
est  le  centre  du  triangle  ABC,  on  en  déduit  que  les  rapports  de 
réduction  Q^x,  Qy  et  Q^  sont  égaux. 

Le  point  0  étant  la  projection  du  sommet  du  trièdre  des  coor- 
données, les  trois  plans  projetants  des  axes  coordonnés  se  coupent 
suivant  la  normale  abaissée  de  0  sur  P.  Cette  normale  est  le  côté 
commun  aux  trois  triangles  rectangles  formés  par  cette  perpendi- 
culaire et  chaque  fois  par  un  axe  coordonné  et  son  axe  de  projection 
correspondant. 

En  rabattant  ces  trois  triangles  sur  le  plan  P,  on  aura  les  angles 
de  pente  a,  h  gï  c  des  axes  coordonnés;  ces  angles  sont  égaux. 

Donc,  si  la  section  est  un  triangle  équilatéral  : 

1°  Les  axes  de  projection  se  coupent  sous  des  angles  de  120"; 

2"  Les  angles  de  pente  des  axes  coordonnés  sont  égaux  ; 

3"  Les  rapports  de  réduction  Q^x,  Qt/  et  Qz  sont  égaux. 

Le  système  de  projection  qui  correspondant  à  ce  cas  particulier 
est  le  système  axonomctriqîie  isométrique. 

Les  rapports  de  réduction  étant  égaux  pour  les  trois  axes,  une 
même  échelle,  une  même  mesure  permettra  l'évaluation  des  gran- 
deurs sur  chacun  de  ces  axes. 

11™^  cas.  La  section  faite  par  un  'plan  parallèle  à  P  est  un  trian- 
gle isoscèle. 
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Puisque  les  axes  coordonnés  se  projettent  sur  ce  plan  suivant 
les  hauteurs  du  triangle  AI5C  nous  voyons  que  : 

V  Deux  des  trois  axes  de  projection  font  avec  le  troisième  des 
angles  égaux  tels  que  V  et  V; 

2"  Le  troisième  axe  de  projection  a  la  direction  de  la  bissec- 
trice de  l'angle  des  deux  premiers  ; 

3°  Les  angles  de  pente  de  deux  axes  coordonnés  sont  égaux  et 
différents  de  l'angle  de  pente  du  troisième  axe  ; 

4"  Les  rapports  de  réduction  sont  égaux  pour  les  deux  axes 
qui  correspondent  aux  axes  coordonnés  dont  les  angles  de  pente 
sont  égaux. 

Ainsi,  pour  notre  figure,  nous  aurons  Q^=^Qy  et  Qz  différent 
de  Qx  et  de  Qy, 

Les  rapports  de  réduction  étant  égaux  pour  deux  axes,  une 
même  échelle  conviendra  pour  la  mesure  des  longueurs  sur  ces  axes, 
tandis  qu3  pour  le  troisième  il  faudra  se  servir  d'une  nouvelle 
échelle  tirée  du  rapport  de  réduction  qui  caractérise  cet  axe.  Le  sys- 
tème de  projection  est  dit  axonométrique  dimétriqîie. 

III'"°  cas.  La  section  faite  par  un  plan  faralUle  à  P  est  tm 
triangle  scalène. 

Dans  ce  cas,  les  trois  axes  de  projection  font  entre  eux  des 
angles  inégaux,  les  angles  de  pente  des  trois  axes  coordonnés  sont 
inégaux  ainsi  que  les  rapports  de  réduction  Q,x,  Qp  et  Q2:. 

A  chaque  axe  de  projection  correspondra  une  échelle  parti- 
culière et  le  système  correspondant  est  dit  axonométrique  trime- 
trique. 

10.  Les  trois  systèmes  axonométriques  précédents  sont  carac- 
térisés par  les  directions  des  axes  de  projection  et  par  les  rapports 
de  réduction. 

Ces  rapports  Q«,  (^ij  et  (^z  peuvent  être  égaux  ou  se  trouver 
dans  un  certain  rapport  qui  varie  avec  l'inclinaison  plus  ou  moins 
grande  du  plan  de  figure.  Chaque  rapport  entre  les  coefficients  Qa?^ 
Qy  et  Q2  donne  des  images  différentes,  et  l'expérience  a  prouvé  que 
les  rapports  qui  donnent  les  dessins  les  plus  favorables  sont  les 
suivants  : 
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Qx=Qi/=Q,z                désigné  par  la  not. 

Q,X=l    Qy=3/4   Qz=]  n  »  )) 

QX=\    Qj/=2/3   Q^=l  n  ))  )) 

Q5-=l   Qy=i'2  Q.'=l  »  »  » 

Qx==\  Qy=i/3  Q^=l  )»  .)  » 

Q:r=l  Qy~i/-2  Qz—qJio  n  »  » 

Q:P=1  Qy=9/l0  Q^=l/2  ))  n  )) 

QiP=:l  Qy=io/9  Qir=  5/9  »  »  » 


:   l  :  1  Syst.  isométrique. 

:  3/4  :  1  Syst.  dimétrique. 

:  2/3  :  1         idem. 

:  i/-2 :  1        idem. 

:  1/3  :  1        idem . 

:  1/2  : 9/10  Syst.  trimétrique 

:  9/10  : 1/2        idem. 

:  10/9 :5/9        idem. 


11.  En  général,  on  peut  se  donner  des  éléments  pour  n'importe 
quel  système  et  en  calculer  ou  construire  graphiquement  les  autres, 
comme  nous  l'avons  montré  dans  les  trois  problèmes  principaux  de 
l'axonométrie. 

Que  l'on  parte  des  angles  que  font  entre  eux  les  axes  de  projec- 
tion, des  rapports  de  réduction,  ou  des  angles  de  direction  et  de 
pente  du  trièdre,  il  nous  sera  toujours  possible  de  calculer  ou  de 
construire  tous  les  autres  éléments. 

Ces  éléments  ont  été  calculés,  construits  et  mesurés  exactement 
pour  beaucoup  de  systèmes;  on  les  a  rangés  dans  des  tables  qui 
rendent  des  services  marqués  dans  les  constructions  graphiques  à 
exécuter  dans  un  système  donné. 

Nous  résumons  dans  le  tableau  ci-après  quelques  unes  des  don- 
nées qui  caractérisent  les  systèmes  les  plus  favorables  et  les  plus 
employés. 
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Chapitre    II. 


Eepréseutatioii  et  détermination  du  point, 
de  la  ligne  droite  et  du  plan. 


Représentation  et  détermination  du  point. 


12.  Problème.  O/i  donne  les  axes  de  projection,  les  rapports  de 
réductioti  pour  chacun  d'eux  ainsi  que  les  coordo7inées  du  ptoint,  trouver 
la  projection  axonométriqae  de  ce  dernier. 

Solution.  Si,  par  le  point  a  de  l'espace,  nous  abaissons  des 
perpendiculaires  sur  les  trois  plans  coordonnés,  elles  détermineront 
trois  plans  perpendiculaires  aux  axes  coordonnés  qui  forment,  avec 
les  trois  premiers  plans,  le  parallélipipède  des  coordonnées  (2), 

Ce  parallélipipède  a  les  trois  coordonnées  du  point  =<  pour  arêtes 
concourantes  au  sommet  0. 

En  achevant  la  projection  axonométrique  du  parallélipipède  (3), 
nous  trouvons  le  sommet  a  pour  la  projection  axonométrique  du 
point  a  de  l'espace. 

La  figure  2  nous  montre  que,  pour  avoir  la  projection  axono- 
métrique du  point  a,  il  suffit  de  porter  sur  l'axe  de  projection  Ox 
une  longueur  égale  à  la  première  ordonnée  réduite  dans  le  rapport 

---=Çlx;  de  mener,  par  l'extrémité  m  de  cette  longueur,  une  paral- 
lèle à  l'axe  de  projection  Oy,  et  de  la  prendre,  à  partir  de  m,  égale 
à  la  deuxième  ordonnée  réduite  dans  le  rapport  -T--=Qy.  Par  le 
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point  a\  extrémité  de  cette  dernière  longueur,  on  mène  une  paral- 
lèle au  troisième  axe  de  projection  ;  on  poite,  sur  cette  droite  et  à 
partir  de  aJ,  une  longueur  aUi  égale  à  la  troisième  ordonnée  réduite 

T    T 

dans  le  rapport  ^  =  Q^.  Le  point  a  ainsi  obtenu  est  la  projection 

axonométrique  du  point  «  de  l'espace. 

13.  Problème  réciproque.  Le  point  «  ainsi  représenté  par  sa 
projection  axonométrique  a  déduite  de  celle  du  parallélipidède  des 
coordonnées  est  suffisamment  déterminé  dans  l'espace. 

En  effet,  la  projection  a  donne  les  longueurs  aWii  et  mo  pour  les 
coordonnées  réduites  du  point  «.  En  réduisant  ces  longueurs,  ««' 

dans  le  rapport  ^=^,  a'm  dans  le  rapport  j— =  tt-,  et  mo  dans 

le  rapport  y—  =7^75  on  retrouve  les  coordonnées  véritables  du  point 

a,  lesquelles  suffisent  pour  le  déterminer. 

Remarque.  Les  projections  axonométriques  de  deux  projec- 
tions du  point  a  suffisent  pour  construire  la  projection  axonomé- 
trique de  ce  point.  Ainsi,  il  suffira  de  connaître  ou  de  construire  a" 
et  «'  pour  en  déduire  a. 


ij.  ii'otations.  Convenons  que  tout  point  de  l'espace  se  marque  par  une 
lettre  de  l'alphabet  grec  et  que  la  projection  axanométrique  se  marque  par  la 
lettre  correspondante  de  l'alphabet  ordinaire. 

[  Première  ,  Projection  /la  projection  premier  plan  de  projection  XOY; 
Appelons  ' Deuxième'        du       <   de  ce  point   \ deuxième  "     »  "         ZOX; 

[Troisième'    pointa    (       sur  le       [Troisième"     »  »        ZOY_ 

,,  (Première  f  Projection  f  a'  /  et  les  projections  axonométriques  /a' 

Marquons  \  ^       .         \  ,        .         \    „  >  ,    ,  .  \ 

<  Deuxième  <  du  point  a  <  a"  <  sur  P  de  ces  projections  la" 

f  Troisième  [       par       f  a'"  [  par  (a'" 

a"  sera  par  conséquent  la  projection  axonométrique  de  la  deuxième  projection 

du  point  a  de  l'espace,  etc. 


Breithof.  Géom.  desckipt.  III. 
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Des  différentes  positions  du  point  par  rapport  aux  axes  coordonnés. 


«*.  Les  trois  plans  coordonnés  forment,  autour  de  l'origine,  huit  triédres 

trirectangles  des  coordonnées  qui  comprennent  tout  l'espace. 

dans  un  de  ces  huit  triédres  ...  I. 

T  ^      .   .  i  .1       •!    •  \    dans  un  des  plans  coordonnés   .     .  II. 

Le  point  a  peut  être  situe  :  (  ^ 

sur  un  des  axes  coordonnés   .    .    .  III. 

à  l'origine IV. 

Chacune  de  ces  positions  sera  caractérisée  par  des  valeurs  et  des  signes 

particuliers  des  coordonnées  du  point. 


16.  Point  situé  dans  un  des  plans  coordonnés.  Tout  point 
situé  dans  un  plan  coordonné  n'a  que  deux  ordonnées,  celles  qui 
correspondent  aux  axes  coordonnés  situés  dans  ce  plan  ;  elles  sont 
positives  ou  négatives  suivant  qu'elles  se  mesurent  sur  les  axes 
positifs  ou  négatifs.  L'ordonnée  qui  correspond  à  l'axe  normal  au 
plan  coordonné  qui  contient  le  point  est  réduite  à  zéro. 

17.  Point  situé  sur  un  axe  coordonné.  Un  point  situé  sur 
un  axe  coordonné  n'a  qu'une  ordonnée,  celle  qui  se  compte  sur  cet 
axe;  elle  est  positive  ou  négative  suivant  que  l'axe  est  positif  ou 
négatif. 

18.  Point  situé  à  l'origine.  Les  trois  ordonnées  de  ce  point 
sont  réduites  à  zéro. 

19.  Plans  bissecteurs  des  dièdres  du  trièdre  des  coordon- 
nées. Un  point  situé  dans  un  plan  bissecteur  de  l'un  des  dièdres  du 
trièdre  des  coordonnées  aura  deux  ordonnées  de  même  valeur.  Ces 
ordonnées  sont  perpendiculaires  aux  plans  coordonnés  qui  forment 
le  dièdre. 


Exercices.      Epure  13  a  f  /  dans  le  trièdre  Z'OXY; 

Epure  14  b  \        ^^^^^^  ^^^        V  j^ns  le  trièdre  OZ'X'Y'  ; 
_,  -.^       <    axonometnque     <   ,        ,      ,  ,        ,  „.^„ 

Epure  15  c   1,  .,.,.)  dans  le  plan  coordonne  Z'OY'; 

r-         -1.,  j  I    dun  point  situe  f         ,,        ^         ,       , 
Jbpure  16  a  y  y  sur  1  axe  Op  prolonge. 

On  s'est  servi  du  système  axonométrique  isométrique,  1  :  1  :  1  (•«). 
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Représentation  et  détermination  de  la  droite. 


20.  Une  droite  étant  déterminée  par  deux  de  ses  points,  il  suf- 
fira, pour  avoir  la  projection  axonométrique  d  d'une  droite  3  de  l'es- 
pace, de  construire  les  projections  axonométriques  «  et  J  de  deux  de 
ses  points  a  et  ;î  (Ep.  17).  La  droite  al  sera  la  projection  axonomé- 
trique d  de  la  droite  s. 

En  unissant  les  projections  axonométriques  d  et  V ,  a"  et  h", 
a"'  et  c'"  des  premières,  deuxièmes  et  troisièmes  projections  des 
points  a  et  ?  de  la  droite  d,  on  obtiendra  les  droites  d\  d"  et  d'", 
projections  axonométriques  des  première,  deuxième  et  troisième 
projections  de  la  droite  5. 

Remarque.  Les  projections  d'  et  d'"  suffisent  pour  détermi- 
ner d;  d"  et  d'  déterminent  également  d.  De  même,  des  projections  d 
et  d'  on  peut  facilement  déduire  d"  et  d'",  et  de  d  et  d'"  on  déduit 
aisément  d'  et  d". 

Donc  deua;  des  quatre  projections  de  la  droite  suffisent  pour  déter- 
miner  celle-ci  et  'pour  en  de'duire  les  deux  autres  projections. 


91.  dotations.  Toute  droite,  donnée  o\i7'ésultat^\in^vo\AèmQ,  se  marque 
dans  ses  quatre  projections  par  un  trait  plein.  On  renforcera  le  trait  pour  la 
projection  axonométrique. 

Une  droite,  ligtie  auxiliaire  dans  un  problème,  sera  marquée  par  la  nota- 
tion du  trait  interrompu  dans  les  quatre  projections. 


Des  différentes  positions  de  la  droite  par  rapport  aux  plans 
des  coordonnées. 


.     ,  (  un  des  trois  plans  coordonnes I. 

située  dans  {,,.,,  ,        , 

\  deux  des  trois  plans,  donc  sur  un  axe  coordonne  .     .  II. 

r  à  un  plan  coordonné III. 

(  à  deux  plans,  donc  à  un  axe  coordonné IV. 

.     ,  .     (  à  un  plan  coordonné V. 

perpendiculaire  ,       , 

(  à  un  axe  coordonne vl. 
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22.  Droite  située  dans  un  plan  coordonné.  (Ep.  18).  Une 

droite  5  située  dans  le  plan  coordonné  ZOX,  par  exemple,  aura  sa 
projection  axonométrique  d  qui  se  confondra  avec  la  projection  axo- 
nométriquc  d"  de  la  deuxième  projection  de  la  droite.  Les  projec- 
tions axonométriques  d'  et  d"^  seront  situées  respectivement  sur  les 
axes  de  projection  ox  et  oz. 

23.  Droite  située  sur  un  axe  coordonné,  donc  dans  deux 
plans  coordonnés. 

Suivant  cju'uue      (premier  l        sa  rrojectiou  iiremier    /    j^j  jg 

droite  5  de  l'espace   |  deuxième  |  (      axonométrique        deuxième  | 

est  située  sur  le     f  troisième  !coordonné,f    ^^^,^  ^^^  ^^^^  ,^    (  ^^^^^^^^^  {  projection. 

La  projection  axonométrique  d  se  confondra  avec  la  projection 
axonométrique  de  la  première,  de  la  deuxième  ou  de  la  troisième 
projection  de  la  droite. 

Les  projections  axonométriques  de  deux  des  projections  de  la 
droite  se  confondront  avec  Torigine. 

Exercices.  Déduire,  de  l'exemple  précédent,  les  projections  axonomé- 
triques d'une  droite  située  dans  ZOY,  dans  YOX  ou  dans  Y'OX,  etc. 

24.  Droite  parallèle  à  un  plan  coordonné  (Ep.  19).  Une 

droite  5  parallèle  à  un  des  trois  plans  coordonnés  a  sa  projection 
axonométrique  d  parallèle  à  la  projection  axonométrique  de  la  pro- 
jection de  la  droite  sur  ce  plan.  Les  projections  axonométriques  des 
deux  autres  projections  de  la  droite  sont  parallèles  aux  axes  de  pro- 
jection qui  correspondent  aux  axes  coordonnés  qui  déterminent  le 
plan  coordonné  auquel  la  droite  est  parallèle. 

Exemple  (Ep.  19).  Dans  l'espace,  la  droite  8  parallèle  à  ZOY 
est  parallèle  à  sa  projection  2'"  sur  ce  plan  ;  les  projections  o  et  ô" 
sont  parallèles  respectivement  à  OY  et  OZ.  En  projetant  tous  ces 
éléments  sur  le  plan  de  figure  P  (3),  les  projections  des  droites  pa- 
rallèles seront  parallèles  et  par  suite  d  et  d"  sont  parallèles;  d'  sera 
parallèle  à  l'axe  de  projection  op  et  d"  à  l'axe  oz. 

25.  Droite  parallèle  à  deux  plans  coordonnés ,  donc  à 
un  axe  coordonné.  Une  droite  5  (Ep.  20)  parallèle  à  l'axe  coor- 
donné OY  a  sa  projection  axonométrique  ainsi  que  ses  projections 
d'  et  d'"  parallèles  à  l'axe  de  projection  oy  qui  correspond  à  cet  axe 
coordonné.  (Déduire  ces  propriétés  de  celles  du  §  24). 
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Exercices.  Représenter  les  quatre  projections  axonoméfriqucs  d'une  droite 
parallèle  à  ZOX,  à  ZOY,  a  YOX. 

26.  Droite    perpendiculaire    à    un   plan   coordonné.  Une 

droite  perpendiculaire  à  un  plan  coordonné  est  parallèle  à  Taxe  coor- 
donné perpendiculaire  à  ce  plan.  La  projection  axonométrique  do 
cette  droite  sera  donc  parallèle  à  la  projection  axonométrique  de 
cet  axe. 

Remarque.  L'axe  coordonne  oz  étant,  par  hypetlicse,  parallèle 
à  la  (Ureclio)i  de  la  verticale,  toute  droite  verticale  sera,  en  projections 
axonométriques ,  parallèle  à  Taxe  de  projection  oz. 

27.  Droite  perpendiculaire  à,  un  axe  coordonné. 
Exemple.  Une  droite  o  perpendiculaire,  dans  Tespace,  à  l'axe 

OY,  a  ses  deux  projections  s'  et  5"  qui  se  coupent  avec  8  sur  OY  et 
qui  sont  respectivement  parallèles  aux  axes  OX  et  OZ;  5'"  est  paral- 
lèle à  0.  En  projetant  ortbogonalement  ces  éléments  sur  P  (3),  les 
droites  parallèles  dans  l'espace  le  seront  en  projections  et  nous  au- 
rons ainsi  l'épure  21. 

Kxercice.  Déduire,  de  ce  qui  précède,  l'épure  des  projections  axonomé- 
triques  d'une  droite  :  1°  normale  à  l'axe  OZ  ;  2"  à  l'axe  OX. 

Remarque.  La  figure  21  montre  que  la  réciproque  de  ces  pro- 
priétés n'est  pas  vraie. 


Des  diflërentes  positions  de  la  droite  par  rapport  au  plan  de  figure. 


perpendiculaire  au    [  I 

parallèle  au  <  plan  de  figure.    II 

dans  le  f  II 


La  droite  peut  être  l    parallèle  au  \  plan  de  figure.     II 


28.  Droite  perpendiculaire  au  plan  de  ûgure  (Ep.  22). 
Toute  droite  '^perpendiculaire  au  plan  de  Jîgure  a pov^r projection  axo- 
nométrique le  point  de  concours  des  projections  axonométriques  d\  d" 
et  d'".  Ces  projections  d',  d"  et  d'"  sont  respectivemeoit  parallèles  aux 
axes  de  'projection  Oz,  Oij  et  Ox. 
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En  effet,  une  droite  perpendiculaire  à  P  est  perpendiculaire  à 
tout  plan  parallèle  à  P.  Un  tel  plan  coupe  le  trièdre  des  coordonnées 
suivant  un  triangle  a  p  y  qui,  en  projections  axonomctriques,  a  ses 
côtés  recpectiveinent  perpendiculaires  aux  prolongements  des  axes 
de  projection  (7). 

Cela  posé,  le  plan  projetant  de  s  sur  le  plan  coordonne  XOY  est 
normal  à  ce  plan  et  au  plan  P,  donc  à  leur  intersection  a  ^.  a  p  est 
donc  jerpendiculaire  à  ô',  projection  de  8  sur  XOY. 

Comme  a  p  est  parallèle  au  plan  de  figure  P,  il  en  résulte  que 
les  projections  de  a  p  et  de  5'  sur  P  se  rencontrent  à  angle  droit. 
d!  est  donc  perpendiculaire  à  ab  et  par  suite  parallèle  à  l'axe  de  pro- 
jection 0:;. 

On  prouverait  de  même  que  il'  et  d)"  sont  respectivement  paral- 
lèles aux  axes  Oy  et  0^. 

Ces  trois  droites  se  coupent  en  un  point,  la  projection  axono- 
métrique  d  de  la  droite  ô. 

29.  Droite  parallèle  au  plan  de  figure.  Une  droite  o  paral- 
lèle à  P  est  parallèle  ù  une  droite  de  P  ;  les  projections  axonomé- 
triques  de  ces  deux  droites  sont  parallèles. 

La  simple  inspection  de  la  figure  ne  suffit  pas  pour  reconnaître 
le  parallélisme  de  la  droite  et  du  plan. 

30.  Vérifier  si  une  droite  est  parallèle  à  P.  Par  la  droite  s, 
on  fait  passer  un  plan  parallèle  à  P  ;  ce  plan  coupe  le  trièdre  des  coor- 
données suivant  un  triangle  se  projettant  sur  P  suivant  un  triangle 
m'ii]}  (Ep.  23)  dont  les  trois  hauteurs  coïncident  avec  les  directions 
des  axes  de  projection.  La  droite  5  étant  dans  le  plan  ainsi  mené, 
ses  traces  axonométriques  sont  sur  les  traces  axonométriques  de 
même  nom  du  plan. 

De  ce  qui  précède,  nous  déduisons  la  construction  suivante  : 
On  détermine  les  traces  axonométriques  «^  Z»  et  c  de  la  droite 
(§  33).  Par  «,  on  mène  une  droite  T,  normale  à  l'axe  de  projection 
02.  Par  les  points  n  et^;,  on  mènera  des  perpendiculaires  aux  axes 
Çiy  et  Oa;.  Si  la  droite  5  est  parallèle  au  plan  de  figure  P,  ces  per- 
pendiculaires passeront  par  l  et  par  c  et  se  rencontreront  en  m  sur 
l'axe  Qz. 
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31.  Droite  située  dans  le  plan  de  figure.  Toute  droite  située 
dans  le  plan  de  figure  est  elle-même  sa  projection  axoiiométrique. 

Une  telle  droite  aura  ses  traces  axonométriques  sur  les  traces 
de  même  nom  du  plan  de  figure. 


Des  traces  de  la  droite. 


32.  Trace  ordinaire.  La  trace  ordinaire  d'une  droite  est  le 
point  oîi  cette  droite  perce  le  plan  de  figure. 

Traces  axonométriques.  Les  traces  axonométriques  de  la 
droite  sont  les  points  où  celle-ci  perce  les  les  plans  coordonnés. 


[  F',  [  première   [ 

<  Pj  sera  la  <  deuxième  < 


La  trace  sur  <  P.  sera  la  <  deuxième  { trace  axonométrique  de  la  droite. 

^  Ps  [  troisième 

33.  Problème  I.  Construire  les  traces  axonométriques 
dune  droite. 

Première  trace  axonométrique.  La  trace  de  la  droite  s  sur  le 
plan  coordonné  XOY  est  un  point  de  ce  plan;  sa  hauteur  au-dessus 
de  XOY  est  égale  à  zéro.  La  projection  axonométrique  de  ce  point 
doit  donc  se  trouver  sur  d  et  sur  d\  doûc  au  point  a. 

Remarque.  La  trace  axonométrique  a  étant  un  point  du  plan 
XOY,  ses  projections  a"  et  a'"  se  trouveront  respectivement  aux 
points  de  rencontre  de  d"  et  d'"  avec  les  axes  de  projection  ox  et  o?/, 
et  la  projection  a'  se  confondra  avec  a. 

Deuxième  trace  axonométrique.  La  projection  axonomé- 
trique de  la  deuxième  trace  se  trouve  au  point  de  rencontre  h  des 
projections  d  et  d".  Ce  point  est  situé  à  la  fois  sur  5  et  dans  le 
plan  XOZ. 

Troisième  trace  axonométrique.  La  troisième  trace  axonomé- 
trique se  projette  en  c,  point  de  rencontre  de  d  avec  d'". 

Construction  graphique  (Ep,  24).  Pour  avoir  les  projections 
axonométriques  des  traces  d'une  droite  sur  Pj,  P2  ou  P3,  il  suffit  de 
prolonger  (/jusqu'à  la  rencontre  avec  d',  d"  ou  d'". 
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Remarque.  Si  la  droite  était  représentée  seulement  par  sa  pro- 
jection d  et  par  la  projection  d' ,  on  trouverait  h  en  prolongeant  W 
jusqu'à  Taxe  de  projection  Ox  en  b'.  La  parallèle  Vh  à  l'axde  de  pro- 
jection 0."  menée  par  l'  rencontrera  d  en  Z»,  deuxième  trace  axono- 
métrique  de  la  droite. 

Pour  avoir  la  troisième  trace  c,  il  suffit  de  prolonger  d'  jusqu'à 
l'axe  de  projection  Oy,  et  de  mener,  par  c',  une  parallèle  à  0:^.  Le 
point  de  rencontre  c  de  cette  parallèle  avec  d  sera  la  troisième  trace 
axonométrique  de  la  droite. 

34.  Problème  II.  Construire  Je  ])oiiU  de  re?icontre  d'une  droite 
avec  le  plan  défigure,  ou,  lien,  construire  la  trace  ordinaire  de  la  droite. 

Solution  dans  l'espace.  Par  la  droite  donnée  8^  on  fait  passer 
un  plan  ;  la  trace  T  de  ce  plan  sur  P  devant  contenir  la  trace  de 
s  sur  P,  celle-ci  se  trouve  au  point  de  rencontre  de  ^  avec  T. 

Solution  graphique  (Ep.  25).  Prenons  pour  plan  auxiliaire 
mené  par  6  le  premier  plan  projetant  de  cette  droite.  Ce  plan,  déter- 
miné dans  l'espace  par  5'  et  par  la  verticale  yy',  aura  pour  trace  sur  le 
plan  de  figure  P  la  droite  qui  passe  par  les  deux  traceâ  ordinaires 
de  s'  et  de  yy'. 

Or,  5'  se  trouve  dans  le  plan  horizontal  XOY,  par  conséquent  sa 
trace  sur  P  ne  peut  être  située  que  sur  la  trace  de  XOY  sur  P.  Cette 
dernière  trace,  normale  dans  l'espace  à  l'axe  coordonné  OZ,  passe 
par  0  et  aura  pour  projection  axonométrique  OS,  perpendiculaire  en 
0  à  OZ.  Le  point  H  est  donc  la  trace  ordinaire  de  l'horizontale  5'. 

Pour  avoir  la  trace  ordinaire  de  la  verticale  ry',  coupons  le  plan 
de  figure  P  par  le  plan  coordonné  ZOY  qui  contient  yy'.  L'intersec- 
tion de  ces  deux  plans  sera  une  droite  passant  par  0,  normale  dans 
l'espace  à  l'axe  coordonné  OX  et  située  dans  le  plan  P.  La  projec- 
tion de  cette  droite  sur  P  sera  donc  perpendiculaire  à  l'axe  de  pro- 
jection Ox.  (Cette  droite  est  normale  à  OX  et  dans  le  plan  P).  Le 
point  V  est  donc  la  trace  ordinaire  de  la  verticale  yy'. 

La  droite  VH,  trace  ordinaire  du  premier  plan  projetant  de  la 
droite,  est  rencontrée  par  cette  droite  au  point  p  qui  en  sera  la  trace 
ordinaire. 
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Représentation  et  détonuination  du  plan, 

35.  Trace  ordinaire  du  plan.  La  trace  ordinaire  d'un  plan 
est  la  droite  slli^ant  laquelle  ce  plan  coupe  le  plan  de  figure  P. 

Traces  axonométriques.  Les  traces  du  plan  sur  les  trois  plans 
coordonnés  sont  les  traces  axonométriques  du  plan. 

Ces  traces  se  coupent  deux-à-deux  sur  les  axes  coordonnés. 

La  trace  d'un  plan  T  sur  le  premier  plan  coordonné  sera  la 
première  trace  axommétrique.  Nous  la  désignerons  par  Tj. 

g  (  T,  (  premier  ,        -  (  première  (  trace 

c3  \  „   1  ,      ,      ^        ,    )  ,       .         l  plan  coordonne  \  ,       .         \ 
iz  [  ii\  du  plan  T  sur  le  '  deuxième  ,  '  deuxième     axonométritiue 

rt  i       '  .  .         {         sera  la         i       .  .         y 

j  [  Tj  [  troisième  (  troisième  [     du  plan  T. 

36.  Représentation  du  plan.  Un  plan  est  suffisamment  repré- 
senté et  déterminé  par  deux  de  ses  traces  axonométriques. 

Si  deux  des  trois  traces  axonométriques  du  plan  sont  connues, 
l'autre  sera  déterminée  également.  Elle  passe,  en  efî'et,  par  les  points 
de  rencontre  des  traces  connues  avec  les  axes  coordonnés  du  plan 
coordonné  qui  contient  la  trace  à  construire. 

37.  Problème.  Etant  données  les  traces  axonométriqices  T,,  Tg 
et  T3  (Vuii  plan,  construire  sa  trace  ordinaire. 

Solution  (Ep.  16).  La  trace  ordinaire  du  plan  T  passe  par 
les  traces  ordinaires  de  toutes  les  droites  de  ce  plan,  donc  par  les 
traces  ordinaires  des  trois  traces  axonométriques  Tj,  T^  et  T3. 

La  trace  axonométrique  Ti  est  une  horizontale  du  plan  XOY  ; 
sa  trace  ordinaire  est  au  point  d  (34). 

La  trace  axonométrique  T3  est  une  droite  du  plan  coordonné 
ZOY;  sa  trace  ordinaire  sera  en/ sur  la  trace  ordinaire  de  ZOY  (34). 

Enfin,  la  trace  axonométrique  Tj,  droite  du  plan  coordonné 
ZOX,  aura  sa  trace  ordinaire  au  point  e,  point  de  rencontre  de  la 
trace  ordinaire  de  ZOX  avec  T2.  La  trace  ordinaire  du  plan  donné 
sera  la  droite  T. 

Cette  trace  unit  les  trois  points  d,  e  eif. 

Propriété.  Il  suit,  de  ce  qui  précède,  que  les  traces  ordinaires 
des  trois  traces  axonométriques  d'un  'plan  sont  en  ligne  droite, 

3. 
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Des  différentes  positions  du  plan  par  rapport  aux  plans  coordonnés. 


l  perpendiculaire  à  un  plan  coordonné I 

I  perpendiculaire  à  doux  plans  coordonnés    ....  II 

Un  plan  peut    {  /  ,       -  tit 

^  )  (un  axe  coordonne m 

passer  par  (  deux  axes  coordonnés IV 

(  l'origine  seulement V 


38.  Plan  perpendiculaire  à  un  plan  coordonné.  Un  plan 
'perpeiidiculai/'e  à  un  des  ti'ois 2)Ians  coordonnés  aiwa  deux  de  ses  traces 
axonométriques  parallèles  à  Taxe  coordonné  perpendiculaire  à  ce  plan 
coordonné. 

Le  plan  proposé  est,  en  effet,  parallèle  à  cet  axe  ;  il  coupe  par 
conséquent  les  deux  plans  coordonnés  qui  comprennent  cet  axe 
suivant  des  droites  (traces  axonométriques  du  plan)  qui  lui  sont 
parallèles. 

L'épure  27  représente  un  plan  perpendiculaire  au  plan  P,.  Sa 
trace  ordinaire  T  passe  par  les  traces  ordinaires  des  trois  traces  axo- 
nométriques T,,  T2  et  T3  (37). 

39.  Plan  perpendiculaire  à  deux  plans  coordonnés,  donc 
à  l'axe  coordonné  commun  à  ces  deux  plans.  Tout  plan  perpen- 
diculaire à  v/n  axe  coordonné  n\i  que  deux  traces  axonométriques  paral- 
lèles aux  deux  autres  axes. 

Un  tel  plan  est,  en  effet,  parallèle  à  un  plan  coordonné  et  aura 
deux  de  ses  traces  axonométriques  parallèles  aux  axes  coordonnés 
situés  dans  ce  plan  coordonné. 

(Ep.  28).  Plan  perpendiculaire  à  l'axe  coordonné  OY,  donc  aux 
deux  plans  ZOY  et  XOY.  Les  traces  axonométriques  Tj  et  Tj  sont 
respectivement  parallèles  aux  axes  de  projection  0^  et  O2,  et  la 
trace  ordinaire  T  passe  par  a  et  l,  traces  ordinaires  de  Ti  et  deTg  (37). 

40.  Plan  passant  par  un  axe  coordonné.  ToiU  'plan  qui  passe 
par  un  axe  coordonné  a  deux  de  ses  traces  axonométriques  qui  coïncident 
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avec  cet  axe,  et  toutes  les  traces  axonométriqiies  et  ordinaire  concourent 
à  l'origine. 

41.  Problème.  Un  plan  passant  par  Vaxe  coordonné  OZ  étant 
représenté  par  les  traces  axonométriques  Tj,  T3  et  T,,  constrîàre  la 
trace  ordinaire  T  de  ce  flan. 

Solution  (Ep.  29).  Unissons,  dans  l'espace,  les  points  «  et  ?  des 
traces  axonométriques  Tj  et  (TgTg)  du  plan  ;  nous  aurons  une  droite 
de  ce  plan  dont  la  trace  ordinaire,  jointe  au  point  0,  donnent  la 
projection  axonométrique  de  la  trace  ordinaire  du  plan  proposé. 

Pour  avoir  la  trace  ordinaire  t  de  la  droite  5,  remarquons  que 
5  avec  ç",  projection  de  5  sur  ZOX,  déterminent  un  plan  dont/c  est 
la  projection  axonométrique  de  sa  trace  ordinaire  (37). 

Le  point  de  rencontre  de  d  avec/c  donne  le  point  t,  projection 
axonométrique  de  la  trace  ordinaire  de  ''.  Qt  sera  donc  la  projection 
de  la  trace  ordinaire  du  plan  donné. 

42.  Plan  passant  par  deux  axes  coordonnés.  Un  tel  plan 
coïncide  avec  le  plan  coordonné  passant  par  les  deux  axes  coor- 
donnés. 

43.  Plan  passant  par  rorigine  des  coordonnées.  Nous  con- 
sidérons le  cas  général  d'un  plan  qui  passe  par  l'origine,  sans  passer 
par  un  axe  coordonné  ou  sans  se  confondre  avec  un  des  plans  coor- 
donnés. 

Propriété.  Un  plan  qui  passe  par  Vorigine  a  toutes  ses  traces, 
axonométriques  et  ordinaire,  qui  passent  par  ce  point. 

Deux  de  ces  quatre  traces  suffisent  pour  le  déterminer. 

44.  Problème.  Un  plan  jjassant  far  Vorigine  des  coordonnées 
étant  déterminé  par  deux  de  ses  traces  axonométriques,  construire  Vau- 
tre trace  axonométrique  ainsi  que  la  trace  ordinaire  de  ce  plan. 

Solution  -dans  l'espace.  On  joint  un  point  a  de  la  première 
trace  axonométrique  du  plan  à  un  point  ?  de  la  seconde  trace,  et 
Ton  construit  la  troisième  trace  axonométrique  y  ainsi  que  la  trace 
ordinaire  de  cette  droite.  rO  sera  la  troisième  trace  axonométrique 
du  plan  et  ;0  sa  trace  ordinaire. 

Solution  graphique  (Ep.  30).  La  troisième  trace  axonomé- 
trique r  de  '^  se  projette  en  c,  point  de  rencontre  de  d  avec  <^"'  (33); 
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T3  est  donc  la  projection  de  la  troisième  trace  axononK'triiiue  du  plan. 
La  trace  ordinaire  de  0  se  projette  en  c  (34),  donc  la  trace  ordi- 
naire du  plan  eu  TcO. 


Des  différentes  positions  du  plan  i>ar  rapport  au  plan  de  ligure. 


[     parallèle  à  P I. 

Un  iilan  peut  être    <^     perpendiculaire  à  P     .     .     .     .     ,     II. 
incliné  sur  P III. 


45.  Plan  parallèle  au  plan  de  figure.  Tout  plan  parallèle  au 
pilan  de  fgurc  n'a  pas  de  trace  ordinaire.  Les  projections  axouomèlriques 
des  traces  axonométriqucs  forment  un  triangle  dont  les  hauteurs  coïn- 
cident avec  les  axes  de  projectio/i  (Ep.  31). 

Cette  propriété  est  un  corollaire  du  ])aragrapbe  7. 

46.  Plan  perpendiculaire  au  plan  de  figure.  Un  2)laH  2)crpe?i- 
diculaire  au  plan  de  Jî(jure  n'a  qu'îtne  trace,  sa  trace  ordinaire.  Les 
traces  axonométriques  de  ce  plan  se  projettent  sur  P  suivant  sa  trace 
ordinaire  qui  devient  sa  trace-projection  sur  P. 


Des  différentes  positions  que  deux  droites  peuvent  avoir  entre  elles. 


être  parallèles I 

(  sous  un  angle  droit II 

Deux  droites  peuvent  -,  se  couper  < 

{  sous  un  angle  quelconque  .     .     .  III 

se  croiseï" .     .         IV 


47.  Droites  parallèles  lEp.  32).  Deux  droites  parallèles  ont  les 
projections  de  même  no7n  parallèles. 

Les  deux  droites  5  et  ?  de  l'espace  sont  parallèles. 
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Les  projections  axononiétriques  cl  et  e  sont  parallèles. 

Il  en  sera  de  même  des  projections  d'  et  e\  d"  et  e",  d'"  el  6'"'. 

48.  Droites  qui  se  coupent.  Si  deux  droites  se  coupent,  les 
projections  de  même  nom  se  coupent,  et  les  points  de  rencontre  de  ces 
2)roJectio?is  sont  les  j^f'ojections  du  point  de  rencontre  des  deux  droites 
de  l'espace. 

49.  Droites  se  rencontrant  sous  un  angle  droit.  La  simple 
inspection  des  projections  de  la  droite  ne  donne  aucun  renseigne- 
ment pour  nous  prononcer  sur  la  valeur  de  l'angle  suivant  lequel  les 
deux  droites  se  coupent,  à  moins  que  la  droite  ne  soit  parallèle  au 
plan  de  figure.  Dans  ce  cas  particulier,  les  projections  axononié- 
triques des  deux  droites  se  coupent  à  angle  droit. 

L'épure  33  représente  deux  droites  qui  se  coupent  à  angle  droit, 
et  dont  l'une  d'elles,  la  droite  s,  est  parallèle  au  plan  de  figure  P. 
Cette  droite  a,  en  effet,  ses  traces  axonométriqiies  sur  les  traces 
axonométriques  de  môme  nom  d'un  plan  t,  parallèle  à  P.  La  droite  5 
est  dans  ce  plan  t,  donc  elle  est  parallèle  au  plan  de  figure  (30). 

50.  Droites  se  rencontrant  sous  un  angle  quelconque.  La 
simple  inspection  des  projections  de  ces  droites  ne  nous  permet  pas 
de  nous  prononcer  sur  la  valeur  de  l'angle  sous  lequel  les  droites 
se  rencontrent. 

51.  Droites  qui  se  croisent.  Si  deux  droites  se  croisent,  les 
points  de  rencontre  des  projections  de  même  nom  de  ces  droites  ne 
correspondent  pas  aux  projections  d'un  même  point  de  l'espace. 


Des  différentes  positions  d'une  droite  à  l'égard  d'un  plan. 


située  dans  le  plan I. 

parallèle  ( II- 

Une  droite  peut  être  l     ,  ,■                     )           ,  irr 

'  i  oblique  '    au  plan m. 


perpendiculaire  ( I  *  • 
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52.  Droite  située  dans  un  plan.  Si  une  droite  est  située 
dans  un  plan,  les  traces  axononiétriques  et  ordinaire  de  la  droite 
sont  situées  sur  !es  traces  de  môme  nom  du  plan.  Il  suffit,  pour 
que  la  droite  soit  dans  le  plan,  que  deux  de  ses  traces  soient  sur 
les  traces  de  même  nom  du  plan. 

Si  l'une  des  projections  axononiétriques  de  la  droite  est  paral- 
lèle à  la  trace  de  même  nom  du  plan,  et  si  les  traces  de  la  droite 
sont  situées  sur  les  traces  de  même  nom  du  plan,  la  droite  du  plan 
sera  en  même  temps  parallèle  au  plan  de  ligure  ou  à  Fun  des  plans 
coordonnés,  suivant  que  cette  projection  est  parallèle  à  la  trace  ordi- 
naire ou  à  Tune  des  traces  axonométriques  du  plan. 

53.  Droite  parallèle  à  un  plan  donné.  Une  droite  est  paral- 
lèle à  un  plan  si  clic  est  parallèle  à  une  droite  de  ce  plan. 

54.  Problème.  Vérijier  si  ime  droite  est  parallèle  à  un  plan. 
Solution  dans  Tespace.  Par  un  point  pris  sur  une  des  traces 

du  plan,  on  mène  une  droite  parallèle  à  la  droite  donnée.  Si  cette 
droite  est  dans  le  plan,  la  première  droite  sera  parallèle  au  plan. 

Or,  la  droite  auxiliaire  est  dans  le  plan,  si  deux  de  ses  traces 
sont  sur  les  traces  de  même  nom  du  plan. 

Construction  graphique  (Ep.  34).  Par  a  pris  sur  Tg,  menons 
une  droite  ;  parallèle  ù  la  droite  donnée  '\  Dans  notre  épure,  la  pre- 
mière trace  axonométrique  de  cette  droite  tombe  sur  Tj.  La  droite 
5  est  donc  dans  le  plan  donné,  par  suite  la  droite  donnée  s  est  paral- 
lèle à  ce  plan. 

55.  Droite  oblique  à  un  plan.  Une  droite  oblique  à  un  plan 
ne  jouit  pas  des  propriétés  qui  caractérisent  une  droite  située  dans 
un  plan  donné  ou  une  droite  parallèle  à  ce  plan. 

56.  Droite  perpendiculaire  à  un  plan  (Ep.  35).  Une  droite 
per2)eiidirMlaire  à  un  plan  donné  a  sa  projection  axonométrique  perpen- 
diculaire à  la  trace  ordinaire  de  ce  plan. 

En  effet,  la  projection  axonométrique  de  la  droite  étant  une 
projection  orthogonale  de  '■'  sur  P,  il  faut,  puisque  la  droite  est  nor- 
maie  au  plan  T,  que  sa  projection  axonométrique  d  soit  perpendicu-  _5 

laire  à  la  trace  ordinaire  T  du  plan. 

L'épure  36  représente  une  droite  s  normale  au  plan  t. 
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Des  différentes  positions  que  deux  plans  peuvent  avoir  entre  eux. 


^         ,  ,   sont  parallèles I. 

Deux  plans     < 

se  coupent II. 


57.  Plans  parallèles.  Deux  jj?<ï«5  parallèles  ont  toutes  leurs 
traces,  ordmalres  et  axonométrlqms,  de  même  nom,  parallèles. 

Dès  que  deux  traces  de  même  nom  des  deux  plans  sont  paral- 
lèles, les  plans  le  sont  également,  comme  plans  déterminés  par  des 
droites  parallèles. 

58.  Plans  qui  se  coupent.  Deux  plans  ne  sont  plus  parallèles 
et  se  coupent  dès  que  deux  traces  de  même  nom  se  coupent. 

Ce  cas  général  comprend  plusieurs  cas  particuliers  : 

A.  Si  les  deux  plans  se  coupent,  et  si  les  deux  traces  ordinaires 
sont  parallèles ,  les  deux  ])lans  se  rencontrent  suivant  une  droite  paral- 
lèle au  plan  de  figure. 

B.  Si  les  premières  traces  axonométriques  sont  parallèles ,  les  deux 
plans  se  coupent  suivant  une  horizo7itale  parallèle  à  ces  traces. 

C.  Suivant  que  les  deuxièmes  ott  les  troisièmes  traces  axonomé- 
triques des  deux  jilajis  sont  parallèles,  ces  plans  se  coupent  suivant  une 
droite  parallèle  au  premier  ou  au  deuxième  plan  coordonne'. 

Remarque.  La  valeur  de  l'angle  sous  lequel  les  deux  plans  se 
coupent  ne  peut  se  déduire  des  caractères  ou  des  positions  relatives 
des  traces  axonométriques  ou  ordinaires  de  ces  plans. 


Chapitre    III. 


Problèmes.  —  Applications. 


59.  Premier  problème  fondamental.  Construire  les  traces  axo- 
nométriques  d'une  droite.  Voir  le  paragraphe  33. 

Construire  la  trace  ordinaire  d'une  droite.  Voir,  pour  la  solution, 
le  S  34. 


Applications. 


60.  Problème  I.  Un  plan  étant  représenté  'par  ses  traces  axono- 
rnétriques^  constndre  sa  trace  ordinaire  (37). 

61.  Problème  II.  Un  plan  'passant  par  l'origine  est  représenté 
par  deux  de  ses  traces  axonométriques ,  construire  la  troisième  trace 
axonométrique  de  ce  plan  ainsi  que  sa  trace  ordinaire  (44).  | 

62.  Problème  III.  Vérijier  si  une  droite  donnée  est  parallèle  au 
plan  de  Ji (jure  P  (30). 

63.  Problème  IV.  Vérijier  si  une  droite  donnée  est  2}arallèle  à 
un  plan  donné  (54). 

64.  Problème  V.  Vérijier  si  ivne  droite  donnée  est  perpendiculaire 
à  un  plan  donné. 

Solution.  On  construit  la  trace  ordinaire  du  plan.  La  droite  est 
perpendiculaire  au  plan  si  sa  projection  axonométrique  est  perpen- 
diculaire à  la  trace  ordinaire  ainsi  construite  (56). 

65.  Problème  VI.  Construire,  dans  un  plan  donné,  une  droite 
parallèle  à  P, 
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Solution.  Par  un  point  de  Tune  des  traces  axononiétriques  du 
plan,  on  mène  une  droite  parallèle  à  la  trace  ordinaire.  Cette  droite 
est  la  droite  demandée. 

66.  Problème  VII.  Vérifier  si  une  droite  donnée  est  située  dans 
v.n  ytan  donné. 

Solution.  On  construit  les  traces  ordinaire  et  axonomètriques 
de  la  droite  ;  celle-ci  est  dans  le  plan  si  ses  traces  sont  sur  les  traces 
de  même  nom  du  plan. 

67.  Problème  VIII.  Vérifier  si  un  point  donné  est  situé  dans  v.n 
plan  donné. 

Solution.  Par  le  point  donne',  on  mène  une  dioite  parallèle  à 
Tune  des  quatre  traces  du  plan.  le  point  est  dans  le  plan  si  la  droite 
ainsi  construite  est  dans  le  plan  (54). 

68.  Problème  IX.  Par  un  point  donné  sur  une  des  traces  d'un 
plan,  mener  îine  droite  parallèle  à  une  des  trois  autres  traces. 

Solution  (Ep.  36).  Le  point  »  est  donné  sur  T3;  on  demande  de 
mener,  par  ce  point,  une  droite  parallèle  à  1\.  Les  projections  de  la 
droite  demandée  sur  les  trois  plans  coordonnés  de  l'espace,  ainsi  que 
les  projections  axonométriques  sur  P  de  ces  projections,  sont  paral- 
lèles respectivement  aux  mêmes  projections  de  T^.  Donc,  si  0  est  la 
droite  demandée  on  aura  : 

d    [  -    T      \    ^^"'  V^^'^^^^^^^  ^^!/:' 

d'  ]     '^  '         (  (^"  parallèle  à  Ox. 

Remarque.  Les  traces  axonométriques  et  ordinaires  de  ces 
droites  sont  situées  sur  les  traces  de  même  nom  du  plan  donné. 

69.  Problème  X.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  'perpen- 
diculaire à.  Vuit  des  trois  plans  coordonnés. 

Solution  (Ep.  37).  On  donne  la  droite  5  par  ses  projections 
d,  d\  d"  et  d'" .  Faire  passer,  par  cette  droite,  un  plan  perpendicu- 
laire à  Pp 

Un  tel  plan  aura  sa  première  trace  axonométrique  T,  qui  se  pro- 
jette sur  d'.  Les  traces  T3  et  Tg  sont  parallèles  à  Qz  et  passeront  par  r 
et  s,  points  de  rencontre  de  Tj  avec  les  axes  de  projection  Oy  et  i)x. 

La  trace  ordinaire  de  ce  plan  passera  par  t,  trace  ordinaire  de 
la  droite. 
Breituok.  Gkom.  descript.  III.  4 
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70.  Problème  XI.  Par  deux  droites  qui  se  coicpent,  faire  passer 
un  plan. 

Solution  (Ep.  38).  Les  traces  axoaométriques  et  ordinaire  du 
plan  passeront  par  les  traces  de  \mmc  nom  dos  deux  droites  don- 
nées ^  et  ^. 

Les  trois  traces  ainsi  obtenues  doivent  se  couper  deux-à-deux 
sur  un  axe  de  projection. 

71.  Problème  XII.  Même  problème,  l'une  des  deux  droites  est 
parallèle  à  Vun  des  trois  plans  Pi,  Pg,  P3. 

Solution  (Ep.  39).  La  droite  s  étant  parallèle  à  P3,  rf'"  sera  pa- 
rallèle h,  d;  la  troisième  trace  axonométrique  du  plan  demandé  se 
projette  suivant  T.,  parallèle  à  d  et  à  d'".  Les  autres  traces  du  plan 
passeront  par  ces  ti'aces  de  même  nom  des  deux  droites,  etc. 

72.  Problème  XIII.  Par  deux  droites  parallèles,  faire  passer 
lin  plan. 

Les  traces  du  plan  passeront  encore  par  les  traces  de  même  nom 
des  droites. 

73.  Problème  XIV.  Par  trois  points  non  en  ligne  droite,  faire 
passer  un  plan. 

i"  Solution.  On  joint  le  point  a  au  point  p  et  au  point  y.  Les 
deux  droites  a,3  et  ay  se  coupent  au  point  a  et  déterminent  le  plan 
demandé  (70). 

2*"''  Solution.  On  joint  les  points  a  et  p  et  par  le  point  y,  on 
mène  une  droite  parallèle  à  a?.  Les  deux  droites  parallèles  ainsi  ob- 
tenues déterminent  le  plan  (72). 

74.  Problème  XV.  Par  un  point  et  une  droite,  faire  passer  un 
plan. 

L  Solution.  Par  le  point,  on  mène  une  droite  parallèle  à  la 
droite  donnée.  Les  deux  droites  parallèles  déterminent  le  plan. 

IL  Solution.  On  unit  le  point  a  à  un  point  p  de  la  droite  3.  Les 
deux  droites  0  et  a?  se  coupent  au  point  «  et  déterminent  le  plan  de- 
mandé. 

75.  Problème  XVI.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  paral- 
lèle à  une  droite  donnée  y. 

Solution.  Par  un  point  de  la  droite  5,  on  mène  une  droite  paral- 
lèle à  y  laquelle,  avec  la  première,  déterminent  le  plan  demandé. 
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76.  Problème  XVII.  Par  un  iwint  donné,  mener  un  lûan  'paral- 
lèle à  deux  droites  données  5  et  ?. 

Solution.  Par  le  point  a,  on  mène  une  droite  parallèle  à  s  et 
une  autre  parallèle  à  ?.  Ces  deux  droites  déterminent  le  plan  de- 
mandé. 

77.  Problème  XVIII.  Par  U7i  point  donné,  mener  im  plan  paral- 
lèle à  un  plan  donné. 

1'"  Solution  (Ep.  40).  Les  traces  du  plan  demandé  étant  paral- 
lèles aux  traces  de  même  nom  du  plan  donné,  on  mènera,  par  le 
point  donné  «,  une  parallèle  à  Tune  des  traces,  par  ex.  à  la  trace  Tj. 
La  droite  ainsi  tracée  man  aura  sa  trace  m  sur  T'3,  et  sa  trace  n  sur 
T'o  du  plan  demandé.  On  n'a  qu'à  mener,  par  m  et  n,  des  droites 
parallèles  respectivement  à  T3  et  Tg  et  achever  le  triangle  ABC  pour 
avoir  les  traces  axonométriques  du  plan  demandé. 

2™^  Solution.  Au  lieu  de  se  contenter  d'une  droite  parallèle  à 
l'une  des  traces  menée  par  le  point  a,  on  pourrait  mener,  par  ce 
point,  des  droites  parallèles  à  toutes  les  traces  du  plan  donné.  Le 
plan  sera  mieux  déterminé. 

3"'c  Solution.  Au  lieu  de  mener,  par  «,  des  droites  parallèles  aux 
traces  axonométriques  et  ordinaire  du  plan  donné,  on  pourrait  se 
servir  de  droites  parallèles  à  des  droites  quelconques  situées  dans  le 
plan  donné. 

78.  Problème  XIX.  Fiant  donnés  un  plan  ^^ar  ses  traces  axono- 
métriques, et  la  projection  axoaométrique  a'  de  la  première  projection 
d'un  2)oint  a  de  ce  plan,  construire  les  autres  projections  de  ce  point. 

Solution  (Ep.  41).  Par  a',  menons  une  droite  m'/c'  parallèle  à 
Tj  ;  m'n'  sera  la  projection  axonométrique  de  la  première  projection 
d'une  horizontale  .uv  du  plan  passant  par  le  point  a. 

L'horizontale  h-v  étant  dans  le  plan  donné,  sa  deuxième  et  sa 
troisième  traces  axonométriques  auront  leurs  premières  projections 
qui  se  piojettent  en  7i  et  m'  sur  le  plan  de  figure.  Les  projections 
axonométriques  de  ces  traces  se  trouvent  par  suite  en  n  et  m;  onn  est 
la  projection  axonométrique  de  l'horizontale  ijv  du  plan. 

Cette  horizontale  contient  le  point  a  et  celui-ci  a  pour  projection 
axonométrique  le  point  a,  point  de  rencontre  de  mn  avec  la  verti- 
cale ota'  projetée  en  a' a. 
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Deux  projections  «'  et  a  du  point  étant  connues,  les  autres  s'en 
déduisent  aisément. 

2'"'"  Solution  (Ep.  42».  Au  lii'U  de  construire  une  horizontale 
du  plan  qui  doit  passer  par  le  jioint  a,  on  peut  S3  servir  dune  droite 
quelconque  de  ce  plan. 

Par  n\  menons  une  droite  quelconque  m'it' .  Cette  droite  sera, 
par  hypothèse,  la  projection  axonométrique  de  la  projection  hori- 
zontale d'une  droite  [xv  du  plan. 

Les  traces  axonométriques  sur  P,  et  sur  Po  ont  leurs  projections 
horizontales  qui  se  projettent  sur  le  plan  de  ligure  P  en  w'  et  w'. 
n  est  donc  la  projection  sur  P  de  la  deuxième  trace  axonométrique 
de  [iv/la  projection  axonométrique  de  cette  droite  sera  en  m'n.  Le 
point  a  se  projette  en  a,  point  de  rencontre  de  mu'  avec  la  verticale  aa'. 

La  deuxième  solution  du  problème  précédent  résoud  le  problème 
suivant  : 

79.  Problème  XX.  Etant  donnes  un  plan  par  ses  traces  axono- 
métriques, et  la  projection  sur  P  de  la  première  projection  d\me  droite 
de  ce  plan,  construire  les  autres  projections  de  cette  droite. 

80.  Problème  XXI.  Construire  les  traces  d'urv  ^jlan  jmrallèle 
à  1*3  et  distant  de  l\  d'une  longueur  donnée  l. 

Solution.  Le  plan  demandé  n'aura  que  deux  traces  axonomé- 
triques. To  sera  parallèle  à  l'axe  de  projection  Oz,  et  T,  sera  paral- 
lèle à  Oy.  Comme,  dans  l'espace,  l'axe  coordonné  OX  est  normal 
à  P3  et,  par  suite,  au  plan  demandé,  le  point  a  où  cet  axe  est  ren- 
contré par  ce  plan  sera  distant  de  0  d'une  longueur  de  Oa=Z. 

11  suffit  donc,  pour  avoir  a,  de  prendre  Oa-(^x.  OA. 

Si  nous  adoptons  le  système  1  :  1/2  :  1,  ])0ur  lequel  Qâ;  =  0,942, 
nous  aurons  Oa  =  0,942.  l. 


81.  Deuxième  problème  fondamental.  —A. — Connaissant  les 
traces  axonométriques  d'une  droite,  construire  les  projections  de  cette 
droite. 

Solution  (Ep.  44).  Soient  a,  p  et  y  les  traces  axonométriques  de 
la  droite  0  sur  Pj,  \\  et  P3.  Ces  traces,  projetées  sur  P,  donnent  les 


I 

I 
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points  a,  i  et  c  qui  appartiennent  ù  la  projection  axonométriquc  d 
de  la  droite. 

(V  passera  par  a'  et  h'  ;  d"  par  h  et  a'\  et  d'"  est  déteiminé  par  c, 
a'"  et  V\ 

82.  Problème  fondamental. —  B. — liiant  données  la  trace  ordi- 
naire et  une  des  traces  axonométriques  de  la  droite,  retrouver  les  pro- 
jections de  cette  droite. 

Premier  cas.  On  donne  la  trace  ordinaire  et  la  deuxième  on  la 
troisième  trace  axonométrique. 

Solution  (Ep.  45).  Soient  f  aih  les  projections  axonométriques 
respectivement  de  la  trace  ordinaire  et  de  la  deuxième  trace  axono- 
métrique de  la  droite  5  de  l'espace.  Déterminons  la  trace  ordinaire 
du  plan  projetant  vertical  de  la  droite  5.  Cette  trace  passe  par /et 
par  t,  trace  ordinaire  de  la  verticale  menée  par  |i  (34); /if  rencontre 
la  trace  OH  du  plan  horizontal  sur  P  en  H.  En  unissant  IW  on  a  la 
projection  axonométrie^ue  de  d\  car  cette  projection  a  sa  trace  ordi- 
naire en  H  (34). 

Le  point  a  sera  la  trace  axonométrique  de  o  sur  Pj. 

Deux  des  trois  traces  axonométriques  étant  connues,  le  pro- 
blème est  rameaé  au  précédent. 

2'"®  cas.  Une  solution  identique  donnera  la  trace  a  si  Ton  donne 
la  troisième  trace  axonométrique  ainsi  que  la  trace  ordinaire  f. 

3-"'"  cas.  On  donne  la  trace  ordinaire  f  et  la  p-emière  trace  axono- 
métrique 1. 

Solution  (Ep.  46j.  On  déterminera,  comme  pour  les  deux  cas 
précédents,  la  trace  ordinaire  du  plan  vertical  mené  par  o.  Cette 
trace  passe  par/ et  par  la  trace  ordinaire  eVune  verticale  menée  par 
le  point  a  de  o. 

Pour  construire  la  trace  ordinaire  de  cette  verticale,  menons, 
par  cette  droite,  un  plan  vertical  parallèle  à  la  trace  ordinaire  de 
XOY  sur  P.  Un  tel  plan  coupera  XOY  suivant  une  droite  «ij.  paral- 
lèle à  OH,  et  la  trace  ordinaire  de  ce  plan  sera  parallèle  à  OH  et 
passera  par  les  traces  ordinaires  de  toutes  les  verticales  menées  suc- 
cessivement par  les  diÔérents  points  de  aji^  donc  aussi  par  la  trace  s 
de  la  verticale  du  plan  ZOX  menée  par  m.  La  trace  ordinaire  de  la 


—     54     - 

verticale  menée  par  a  sera  donc  en  r,  par  suite  /H  sera  la  trace 
ordinaire  du  plan  vertical  qui  passe  par  s. 

a\\  sera  la  projection  axonométrique  ^'  ;  V  sera  la  projection  sur 
P'  de  p',  deuxième  trace  axonométrique  de  s,  laquelle  se  projette 
en  l. 

Vérification.  Les  trois  points  l,  V  et  t  sont  en  ligne  droite. 
t  est  le  point  de  rencontre  de  /H  avec  la  trace  ordinaire  ot  du  plan  P^. 


Applications. 


Problème  général.  Construire  les  projectmis  de  la  droite  d'in- 
tersection de  deux  plans  représentés  de  difcrentes  manières. 

83.  Problème  XXIII.  Construire  la  droite  d'intersection  de  deux 
plans  représentés  clmcunpar  ses  traces  axonométriques . 

Solution  (Ep.  47).  Les  traces  axonométriques  de  même  nom 
des  deux  plans  se  rencontrent  en  des  points  qui  appartiennent  à  la 
droite  d'intersection  et  qui  en  sont  les  traces  axonométriques.  a,  h  et 
c  sont  donc  les  projections  axonométriques  des  traces  axonomé- 
triques de  la  droite  d'intersection  sur  P^  Pj  et  P3. 

Les  traces  axonométriques  de  la  droite  étant  connues,  le  pro- 
blème est  ramené  au  problème  fondamental  (82). 

Remarque.  Les  points  a,  h  Qi  c  sont  en  ligne  droite. 

Les  projections  de  ces  points  sur  Pj,  Pg  et  P3  sont  également  en 
ligne  droite  et  déterminent  les  projections  de  la  droite  d'intersection 
des  deux  plans  sur  Pj,  Pj,  et  P3. 

84.  Problème  XXIII.  Construire  la  droite  d'intersection  de  deux  ^ 
plans  dont  l'un  est  parallèle  à  Pj,  à  Pj  ou  à  P3. 

Solution.  Voir  problème  précédent. 

Suivant  que  Tun  des  deux  plans  est  parallèle  à  Pj,  à  Pg  ou  à  P3, 
la  droite  d'intersection  des  deux  plans  sera  parallèle  à  Pj,  à  Pj  ou  à 
P3,  et,  par  suite,  parallèle  à  Tj,  à  Tj  ou  à  T3  de  l'autre  plan. 
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Dans  les  épures  48,  49  et  50,  la  droite  crintersection  des  deux 
plans  est  parallèle  respectivement  à  Pj,  Pg  et  Pg. 

85.  Problème  XXIV.  Construire  Vintersection  de  deux  plans 
dont  deux  traces  axonomélriques  de  même  nom,  soit  sur  P,^  stcr  Pg  ou 
sur  P3  sont  parallèles. 

Solution.  Si,  comme  dans  Tépure  51  les  deux  traces  sur  P3  sont 
parallèles,  les  deux  plans  sont  menés  chacun  par  une  droite  paral- 
lèle à  T3  et  T'3,  et  se  coupent  par  conséquent  suivant  5  parallèle  à 
ces  droites. 

86.  Problème  XXV.  Construire  Vintersection  de  deux  plans  sans 
faire  usage  des  points  d'' intersection  des  traces. 

Solution  (Ep.  52).  On  coupe  les  deux  plans  par  des  plans 
auxiliaires  parallèles  à  Pj,  à  Pg  ou  à  P3.  Chacun  de  ces  plans  don- 
nera, avec  chacun  des  plans  proposés,  une  droite  d'intersection.  Les 
droites  fournies  par  le  même  plan  auxiliaire  se  coupent  en  un  point 
qui  appartient  à  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  donnés. 

Nous  avons  coupé  les  deux  plans  par  un  plan  parallèle  à  Pj  et 
par  un  autre  parallèle  à  P3. 

Vérifications.  Les  points  obtenus  sont  en  ligne  droite. 

Cette  droite  passe  par  les  points  d'intersection  des  traces  de 
même  nom  des  plans  proposés. 

87.  Problème  XXVI.  Constndre  la  droite  d'intersection  de  deux 
plans  qui  passent  par  V origine. 

Solution  (Ep.  53).  On  coupe  les  deux  plans  par  un  plan  auxi- 
liaire parallèle  à  P3.  Chacun  des  plans  proposés  sera  coupé  suivant 
une  droite  ;  le  point  de  rencontre  de  ces  droites  et  l'origine  0  dé- 
terminent la  droite  d'intersection  des  deux  plans. 

Nous  coupons  par  un  plan  parallèle  à  P3  parce  que,  dans  notre 
épure,  les  deux  plans  sont  représentés  par  leurs  traces  axonomé- 
triques  sur  Pj  et  P.,. 

88.  Problème  XXVII.  Construire  la  droite  d'intersection  de 
deux  plans  parallèles  à  Vun  des  trois  axes  coordonnés. 

Solution  (Ep.  54).  Les  traces  des  deux  plans  parallèles  à  OX 
sur  Pi  et  P2  sont  parallèles  à  OX,  et  les  deux  plans  se  coupent  sui- 
vant une  droite  5  paralllèle  à  cet  axe  coordonné  et  se  projetant  sur  P 
suivant  une  parallèle  à  Ox. 


—   r.G   — 

Les  traces  sur  P3  se  coupent  au  point  a,  point  qui  appartient  h 
la  droite  5. 

Remarque.  La  droite  '^  est  parallèle  à  OX,  OY  ou  OZ,  suivant 
que  les  plans  en  question  sont  parallèles  à  ces  axes  coordonnes. 

89.  Problème  XXVIII.  Construire  la  droite  d'interjection  de 
deux  plans  représentés  chacun  par  deux  droites  qui  se  cou2)ent,  sans  con- 
struire les  traces  axonoïDctriques  de  ces  plans. 

Solution  dans  l'espace.  On  coupe  par  une  série  de  plans  auxi- 
liaires horizontaux.  Un  tel  plan  H  coupe  les  plans  projetants  verti- 
caux des  droites  5,  Si,  62  et  63  suivant  des  horizontales  parallèles  à  8', 
S'i,  5"jj  o'"g.  Ces  horizontales  rencontrent  ensuite  les  droites  propo- 
sées en  des  points  où  celles-ci  sont  coupées  par  le  plan  auxilliaire  H. 
Les  plans  déterminés  par  ces  droites  sont  donc  coupés  suivant  des 
horizontales  qui  se  coupent  en  m^  point  appartenant  à  la  droite 
d'intersection  des  deux  plans. 

Un  autre  plan  horizontal  nous  donne  le  point  a  et  enfin  le  plan 
XOY  nous  donne  le  point  l.  Tous  ces  points  sont  en  ligne  droite  et 
déterminent  la  droite  d'intersection  des  deux  plans. 

Solution  graphique  (Ep.  55).  Elle  est  entièrement  indiquée 
dans  la  solution  dans  l'espace. 

90.  Problème  XXIX.  Par  î(n2)oint  donné,  mener  une  droite  qui 
rencontre  deux  autres  droites  données  non  situées  dans  un  plan. 

Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  et  la  première  droite,  on 
fait  passer  un  plan. 

Par  le  point  et  la  deuxième  droite,  on  fait  passer  un  plan. 

La  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans  passe  par  le  point  et 
rencontre  les  deux  droites  proposées. 

Solution  graphique  (Ep.  56).  Par  le  point  «,  on  mène  une 
droite  parallèle  à  k  et  une  autre  parallèle  à  0,  On  détermine  l'inter- 
section des  deux  plans  sans  se  servir  de  leurs  traces  (89).  A  cet  effet, 
on  coupe  par  le  plan  XOY  et  par  un  plan  parallèle  à  XOY  mené 
par  j3.  Ces  deux  plans  donnent  les  points  m  et  n  de  la  droite.  Cette 
droite  est  déterminée  ;  elle  passera  par  a. 

Vérifications.  La  droite  trouvée  passera  par  le  point  «  et  doit 
rencontrer  chacune  des  droites  d  et  e. 
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91.  Problème  XXX.  Parallèlement  à  une  droite  doinée,  mener 
tme  droite  qui  reucuittrc  deux  autres  droites  données. 

Solution  dans  l'espace.  Par  la  première  droite,  on  mène  un 
plan  parallèle  à  la  droite  donnée  ■■>.  Par  la  deuxième  droite,  on  mène 
un  plan  parallèle  à  "^  La  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans  sera 
parallèle  à  s  et  rencontrera  les  deux  droites,  h.  moins  de  leur  être 
parallèle. 

92.  Troisième  problème  fondamental.  Construire  le  point  de 
rencontre  d'une  droite  avec  un  i^lan  quelconque. 

Solution.  Par  la  droite  donnée,  on  fait  passer  un  plan,  qui 
coupe  le  plan  donné  suivant  une  droite.  Le  point  de  rencontre  de 
cette  droite  avec  la  droite  proposée  sera  le  point  oi'i  celle-ci  perce 
le  plan  donné. 

Solution  graphique.  Par  la  droite  3^  on  peut  faire  passer  un 
plan  quelconque  (Ep.  57j  ou  un  plan  vertical  (Ep.  58).  Dans  chacun 
des  deux  cas,  la  droite  d'intersection  du  plan  proposé  avec  le  plan 
auxiliaire  aura  ses  traces  aux  points  de  rencontre  des  traces  de  même 
nom  des  deux  plans. 

Vérifications.  Le  point  de  rencontre  y  doit  être  situé  dans  le 
plan  donné  (,67). 


Applications. 


93.  Problème  XXXI.  Construire  la  droite  de  renco.dre  d'un 
plan  ter tical  avec  un 'plein  représenté  par  deux  droites  qui  se  coupent, 
sans  chercher  les  traces  de  ce  plan. 

Solution,  On  détermine  le  point  de  rencontre  de  chacune  des 
deux  droites  avec  le  plan  vertical.  La  droite  qui  unira  les  deux  points 
trouvés  sera  la  droite  demandée. 

Solution  g-raphique  (Ep.  59).  Le  plan  vertical  auxiliaire  mené 
par  0  aura  sa  trace  T'j  parallèle  à  la  trace  Tg  du  plan  proposé  et 
coupe  ce  dernier  suivant  une  verticale  passant  par  h\  point  de  ren- 

4. 
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contro  de  d'  avoc  T^  h  sera  la  projection  axonotnétriquc  du  point 
de  rencontre  de  6  avoc  le  plan   proposé. 

On  trouvera  de  même  que  c  est  la  projection  axonométriquc  du 
point  de  rencontre  de  5,  avec  le  plan  proposé,  le  sera  donc  la  projec- 
tion axonométriquc  de  la  droite  demandée. 

94.  Problème  XXXII.  Conslniire  le  point  de  rencontre  d'une 
droite  avec  un  plan  représenté  par  deux  droites  qui  se  coupent,  sans 
clierchcr  les  traces  de  ce  plan. 

Solution  (Ep.  60).  Par  la  droite  donné  a,  on  fait  passer  un 
plan  vertical.  Ce  plan  coupe  la  droite  5  au  point  ?  et  la  droite  5  au 
point  y  (93).  La  droite  qui  unit  ?  et  y  sera  la  droite  d'intersection 
du  plan  vertical  mené  par  \i-  avec  le  plan  proposé.  Le  point  de  ren- 
contre V  de  a  ?  avec  la  droite  v-  sera  le  point  où  cette  droite  perce  le 
plan  proposé. 

95.  Problème  XXXIII.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite 
qui  rencontre  deux  droites  données  non  situées  dans  un pilan. 

Solution.  Par  le  point  et  la  première  droite,  on  l'ait  passer  un 
plan;  on  construit  le  point  do  rencontre  de  ce  plan  avec  la  deuxième 
droite  (94).  Ce  point  et  le  point  donné  déterminent  la  droite  de- 
mandée. 

96.  Remarque.  Les  prol)lomes  qui  nécessitent  la  construction 
de  la  véritalde  grandeur,  soit  de  distances  ou  d'angles,  ne  peuvent, 
en  axonométrie,  être  convenablement  résolus  qu'à  l'aide  des  res- 
sources qu'offre  la  théorie  des  rabattements  axonométriques. 
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Chapitre  IV. 


Kabattemciits  axouom étriqués. 


97.  Considérations  générales.  Le  but  des  rabattements,  dans 
la  métbode  des  projections  diédriques  ainsi  que  dans  celle  des  pro- 
jections cotées,  consistait  à  obtenir  une  figure  plane  sous  sa  véritable 
forme  et  ses  dimensions  vraies,  en  la  fiiisant  tourner  autour  de  l'une 
des  traces  de  son  plan  ou  autour  d'une  parallèle  à  cette  trace,  jus- 
qu'à ce  qu'elle  était  amenée  sur  un  plan  de  projection  ou  dans  une 
position  parallèle  à  ce  plan. 

Il  devenait  ainsi  possible  d'exécuter,  sur  ce  rabattement,  des 
opérations  graphiques  nécessaires  à  la  recherche  de  la  solution  d'un 
problème. 

Les  opérations  que  nécessitaient  ces  rabattements  étaient  de 
simples  rotations  autour  d'une  droite  située  dans  un  plan  de  projec- 
tion ou  parallèle  à  ce  plan. 

Les  rabattements  axonométriques  diffèrent  des  premiers;  ils  ne 
donnent  pas  la  vraie  forme  et  les  vraies  dimensions  des  figures  à 
rabattre,  mais  des  figures  qui  sont  avec  les  premières  dans  un  cer- 
tain rapport. 

Le  rabattement  axonométrique  d'une  figure  plane  est  donc  une 
figure  semblable  à  la  première,  et  celle-ci  se  déduit  du  rabattement 
à  l'aide  d'échelles  do  réduction  particulières. 

Nous  prendrons  le  plan  de  figure  P  pour  plan  de  rabattement, 
et  nous  distinguons  quatre  cas  particuliers  suivant  la  position  qu'oc- 
cupe la  figure  à  rabattre  par  rapport  aux  plans  coordonnés. 


est 
dans  un  plan 
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(        ^;    ( 

coordonné      (dans     '2      ;     rrctnicy  cas  ; 

(  ^'' 

La  figuiv       J       paialKdoà      /  OX 

,  i'"  '  à  Taxe  ^^    <     Dcuxirme  cas  ; 

rabattre        (^   .,^ç  (•oordonné  (  OZ  / 

jiapsant  iiar    '  OX  f 

i"i  <     par      ^^^    '     Troisième  cas; 

axe  coor<lonn6  '  OZ  / 

quelconque      ^  |     Cas  i/ênéral. 

Premier  cas.  La  /ffvre  à  ralattre  est  situc'e  dans  uii  des  (rois 
jjla/is  coordonnes. 

98.  Problème.  Une  fgurc  étant  située  dans  le  iidan  coordonné 
XOY,  constrtcire  le  ralattemcnt  de  cette  figure  sur  P. 

A.  Vaxe  de  projection  Ox  étant  j)ris  pour  axe  de  ralattement. 

Systcrnc  dimétrîque  1  :  i/-2  :  1. 

Solution  dans  Tespace  (Ep.  61).  Soit  ahc  la  projection  axono- 
métriquo  d'un  triangle  situé  clans  le  plan  coordonné  Pj. 

Si,  dans  l'espace,  nous  abaissons,  des  sommets  de  «,  ?  et  y,  des 
normales  sur  Taxe  coordonné  OX,  ces  normales  sont  les  ordonnées 
de  ces  sommets;  elles  interceptent,  sur  OX,  les  abscisses  de  ces 
points  et  se  projettent  suivant  des  parallèles  à  Oy  en  am,  lu  et  cr, 
longueurs  égales  aux  vraies  ordonnées  réduites  dans  le  rapport  Qy. 
Les  abscisses  sont  projetées  en  om,  on  et  or  et  se  trouvent  réduites 
dans  le  rapport  (^x. 

Si  l'on  avait  les  oidonnécs  réduites  dans  le  rapport  Q^  au  lieu 
de  les  avoir  dans  celui  de  (^y,  il  est  évident,  cju'en  élevant  en  m,  n 
et  /  des  normales  à  (^x,  et  en  portant,  sur  ces  normales,  les  ordon- 
nées respectives  ainsi  réduites,  les  extrémités  de  ces  ordonnées  se- 
raient les  sommets  d'une  figure  plane  qui  serait  égale  à  celle  de 
l'espace  réduite  dans  le  rapport  Q^.  On  aurait,  sur  le  plan  de  figure 
P,  le  ralattemcnt  axonométrique  de  «^y  autour  de  Q^. 

Or,  dans  le  système  dimétrique  adopté,  Q,x  vaut  2  Qy;  il  faut 
donc  doubler  les  longueurs  am,  In  et  cr  pour  avoir  les  ordonnées 
réduites  dans  ce  rapport  Qlx. 


—     61     — 

Le  triangle  {a){h){c)  est  donc  le  rabattement  axonométrique  sur  P 
et  autour  de  0.;;  du  triangle  de  l'espace. 

Solution  graphique.  D'après  ce  qui  précède,  nous  voyons  que, 
pour  aroir  le  ralattcuicht  axonométricpie  (Vîine  Jiffure  plane  de  Pj  aiUotir 
de  Vaxe  OX,  on  mène,  par  ious  les  points  im^mrtants  de  la  fgure,  des 
parallèles  à  l'axe  de  p'ojcclioit  0//  (jue  Von  arrête  à  l'axe  Ox.  Par  les 
foints  ainsi  obtenus  m,  n,  p,  etc.,  on  mène  des  normales  à  l'axe  Ox  et 
l'on  po7'te,  sur  ces  normales,  des  longueurs  égales  à  autant  de  fois  les 
longueurs  am,  In,  o,  etc.,  que  le  rapport  Qx  qui  caractérise  Vaxe  de 
projection  qui  correspond  à  Vaxe  de  ralattement  contient  de  fois  le 
rapport  de  réduction  qui  caractérise  l'antre  axe.  Les  extrémités  de  ces 
longueurs  sont  des  points  du  ra.hattement  demandé. 

ivolaUoiis.  Un  point  a  qui  se  projette  axonoraétiiquement  en  a  aura  son 
rabat  (cment  mai  que  par  («). 

99.  Corollaires.  I.  Les  droites  «(«),  l{h),  c(c),  etc.  qui  unissent 
les  projections  des  points  aux  rabattements  de  ces  derniers  forment 
une  première  série  de  droites  parallèles. 

Les  parallèles  à  Oy  et  les  normales  à  Ox  forment  deux  autres 
séries  de  droites  parallèles  et  montrent  que,  de  la  projection  axone- 
métrique,  Ton  arrive  au  rabattement  des  différents  points  d'une 
tigure  plane  à  l'aide  de  trois  séries  de  droites  parallèles. 

Il  suffira  donc  de  construire  le  rabattement  de  l'un  des  points 
par  la  méthode  ordinaire  ci-dessus  indicjuée. 

IL  Les  projections  ah,  le,  etc.  des  côtés  de  la  figure  se  coupent 
sur  l'axe  de  rabattement  avec  les  rabattements  («)(^))  (^JW)  ^'tc  de 
ces  côtés. 

100.  Vraie  forme  et  xér'italles  dimensions  de  la  fgure  dans 
V  espace. 

Pour  déduire,  du  rabattement  {a){l){c)^  la  véritable  forme  de  la 
figure  a?Y  de  l'espace,  il  suffit  d'augmenter  les  abscisses  et  ordonnées 
du  rabattement  dans  le  rapport  ll(^x,  inverse  de  celui  qui  caracté- 
rise l'axe  de  projection  correspondant  à  l'axe  de  rabattement,  et  de 
construire,  avec  ces  coordonnées,  la  figure  voulue,  en  prenant  une 
droite  quelconque  pour  axe  des  abscisses. 
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Ces  réductions  s'obtiennent  graphiquement  à  l'aide  d'échelles 
de  réductions  particulières. 

Soient  (Fig.  62)  les  deux  côtés  OV  et  VT  d'un  angle  droit, 
ou  autre,  et  0V=  une  unité  quelconque,  un  décimètre,  réduite  dans 
le  rapport  Q.^=0,942  (11).  Soit  le  côté  VT  égal  à  cette  unité  non 
réduite.  On  aura  OV=04-2/iooo  et  "VT^=iooo'iooo.  Une  longueur  du  ra- 
1  attcment  portée  en  OM  donne,  à  l'aide  de  la  parallèle  MM'  à  OT, 
la  longueur  TM'=iooo;o42.  OM=OM  i/Q^. 

101.  Remarque.  La  solution  dans  l'espace  et  la  solution  gra- 
phique données  pour  le  cas  d'une  figure  plane  de  Pj  à  rabattre  autour 
de  l'axe  de  projection  0^,  s'ai)pliquent  aisément  au  cas  particulier 
où  le  rabattement  doit  se  faire  autour  de  Oy,  et  aux  cas  où  la  figure 
est  située  dans  Pg  ou  Pg  et  que  le  rabattement  doit  s'opérer  autour 
de  l'un  des  deux  axes  de  projections  correspondants  à  ces  plans. 

102.  Problème  réciproque.  Etant  donné  le  rabattement  axono- 
mctrique  d'îinc  figure  plane  de  Pj  autour  de  Taxe  Qx,  retrouver  la 
projection  axonométrique  de  cette  Jigure  (1  :  1/2  :  1). 

Pour  relever  la  figure  {a)  {b)  (c)  (Ep.  61),  nous  devons  construire 
sur  Ç^x,  à  l'aide  d'ordonnées  parallèles  à  Oy,  une  figure  semblable  à 
(«)  {h)  (c),  dont  les  abscisses  sont  les  mêmes,  mais  dont  les  ordonnées 
sont  à  celles  de  [a)  {l)  (c)  comme  le  rapport  Qg  est  au  rapport  Qx. 

Il  suffira,  pour  arriver  à  ce  résultat,  de  mener,  par  les  sommets 

(a)  {h)  (c),  des  perpendiculaires  à  l'axe  Ox,  et  de  faire  passer,  par  les 

pieds  m,  n  et  r  de  ces  perpendiculaires,  des  parallèles  à  l'axe  Oy. 

Sur  CCS  lignes  am,  In,  cr,  on  porte  des  longueurs  respectivement 

,     -      ,  («)  rn     (i)  n         (c)  r  ^  .  •  ..   - 

égales  a  — - — ,  — - —  et  — - —  longueurs  qui  sont  respectivement  a 

{a)  rn,  (b)  n  et  (c)  r,  comme  le  coefficient  de  réduction  Qy  est  au  coef- 
ficient Qx,  c'est-à-dire,  dans  notre  excmjjle,  comme  1/2  :  1. 

La  figure  aie  obtenue  sera  la  projection  axonométrique  du  tri- 
angle de  l'espace  a,''iY  situé  dans  P,. 

C'est,  en  effet,  ce  triangle  qui,  rabattu  par  le  procédé  connu, 
donnera  la  figure  (a)  (b)  (c). 

Remarque  I.  Les  opérations  précédentes  ne  sont  que  les  opé- 
rations réciproques  de  celles  exécutées  sur  la  projection  pour  arriver 
au  rabattement. 
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Remarque  II.  Les  sommets  du  rabattement  sont  liés  aux  som- 
mets en  projection  par  une  série  de  droites  parallèles.  Les  diffé- 
rentes opérations  graphiques  du  relèvement  se  résument  par  suite 
dans  trois  séries  de  droites  parallèles. 

Remarque  III.  La  solution  donnée  pour  le  problème  réciproque 
précédent  s'applique  aux  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter 
dans  le  ral)attement  axonométrique  d'une  ligure  plane  située  dans 
un  des  trois  plans  coordonnés. 

Exercices  et  npiillcatioii»*.  Nous  donnerons,  comme  exercices  et  appli- 
cations, les  ditféients  cas  du  rabattement  axonométrique  d'une  figure  plane 
située  dans  un  plan  coordonné. 

i03.  Pi-olilènie  1.  Construire  le  rabattement  axonométrique  d'un  trian- 
gle situé  dans  XOY.  On  domie  la  projection  dit  triangle  et  l'on  prend  l'axe  Oy 
pour  axe  de  rabattement. 

(Système  dimétrique  1  :  12  :  1). 

Problème  réciproque. 

*oj.  Problème  II.  On  donne  la  projection  axo7iométrique  d'une  fi ffure 
plane  située  dans  XOZ  ;  construire  son  rabattement.  Taxe  0^  étant  pris  pour 
axe  de  rabattement. 

{Système  O.imétrique  1  :  1/3  :  1). 

Problème  réciproque. 

105,  Problème,  itt.  Même  problème  que  le  problème  II,  l'axe  Oz  étant 
pris  pour  axe  de  rabattement. 

(Système  dimétrique  1  :  1;'.3  :  1). 
Problème  réciproque. 

106.  Prolilùme  IV.  On  donne  la  projection  axonométrique  d'une  figure 
plane  située  dans  ZOY,  en  construire  le  rabaMement ,  l'axe  Oz  étamt  pris  pour 
axe  de  rabattemQnt. 

{Système  trimétrique  1  :  1/2  :  9/10). 
Problème  réciproque. 

to*.  Problème  V.  Même  problème  que  le  problème  IV,  l'axe  OY  est  pris 
pour  axe  de  rabattement. 

{Système  trimétrique  1  :  1/2  :  9/10). 
Problème  réciproque. 

Deuxième  cas.  La  figure  à  rabattre  est  située  dans  un 'plan 'pa- 
rallèle à  lin  axe  coordonné. 
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108.  Problème.  Vue  Jigure  est  silure  dans  un  j)lan  pamllèle  à  l'axe 
coonloiiiié  OZ,  coiisli'u'u'e  le  rahallemenl  de  celle  figure. 

[Système  trime'trique  1  :  o/io  :  5/10). 

Solution.  Prenons  pour  axe  de  rabattement  la  trace-projection 
du  plan  de  la  tigure  sur  P,,  donc  la  première  trace  axonométrique 
de  ce  plan  T  (Ep.  63). 

Si,  dans  le  plan  T,  nous  abaissons,  des  sommets  a,  p  et  y  de  la 
tigure  3.2y  à  rabattre,  des  perp?ndiculaires  sur  la  trace-projection  de 
ce  plan  sur  P,,  et  si  nous  prenons  le  point  N  pour  origine  des  coor- 
données ,  nous  voyons  qu'en  projections  sur  P,  les  abscisses  se 
comptent  sur  MN  et  que  les  ordonnées  de  l'espace  a^',  ,3,3'  et  n'  sont 
réduites  dans  le  rapport  Qjz  et  deviennent  aa\  IV  et  ce'. 

Evidemment,  pour  avoir  le  rabittement  de  a3y,  il  faudrait  ré- 
duire les  abscisses  et  les  ordonnées  de  cette  figure  dans  le  même 
rapport. 

Comme  ks  abscisses  sont  situées  dans  le  plan  coordonné  XOY, 
nous  commencerons  par  opérer  le  rabattement  de  MX  autour  de  l'un 
des  deux  axes  de  ce  plan,  soit  autour  de  Taxe  Çix  (98). 

Ce  rabattement  nous  donne  N  (M)  et  les  abscisses  N  (c'),  N  (^'), 
N  (a')  et  nous  avons  N(c')  =  10/9  Nr',  N(^')  =  10,9  N?'  etN(«')=  io,'9  X^'. 

Les  abscisses  se  trouvent  ainsi  réduites  dans  le  rapport  Qa?. 

Aux  points  («'),  (&'),  (c'),  élevons  des  perpendiculaires  sur  N  (M) 

et  prenons  {d)  {a)  =  aa'.  ~=2  aa',  {V)  [h)  =  2  W  et  (c')(c)  =  2  ce'. 

N  DUS  aurons  ainsi  les  ordonnées  de  l'espace  réduites  dans  le  rapport 
Qa;;  la  figure  {a)  (l)  (c)  sera  semblable  à  la  figure  «py  de  Pespace  et 
en  est  le  rabattement. 

Le  rapport  de  similitude  entre  ajîy  et  son  rabattement  est  le  rap- 
port Q,x. 

Remarque.  Au  lieu  d'opérer  le  rabattement  de  la  trace-projec- 
tion autour  de  Paxe  de  projection  Ox,  on  aurait  pu  opérer  ce  ralat- 
temcnt  autour  de  l'autre  axe  0//  du  plan  XOX  qui  contient  MX. 

Vraies  dimensions  et  véritable  forme  de  la  figure  de  l'es- 
pace.  Il   suffira   (98)   d'agrandir  le   rabattement  (a)  (h)  (c)  dans 

le  rapport  inverse  77-  ou  ^^  suivant  que  l'un  des  deux  axes  Ox  ou 
K^x       y^g 

Oy  a  servi  d'axe  dans  le  rabattement  de  MN. 
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Règle  générale.  De  ce  qui  précède,  nous  voyons  que,  'pow  oi)é- 
rer  le  rabattement  d'une  figure  située  dans  un  plan  parallèle  à  Vun  des 
axes  coordonnés,  on  prend  la  trace  axonométrique  de  ce  plan  sur  le  plan 
coordonné  normal  à  cet  axe  coordonné  pour  axe  des  abscisses  de  la  Ji jure, 
et  ce  même  axe  pour  direction  des  ordonnées.  On  rabat  Vaxe  des  abs- 
cisses autour  de  Vun  des  axes  de  projection  du  plan  coordonné  qui  la 
contient,  et,  sur  ces  abscisses  ainsi  réduites,  avec  les  ordonnées  réduites 
dans  le  même  rapport,  on  construit  ime  figure  plane  qid  sera  le  rabat- 
tement demandé. 

109.  Problème  réciproque.  Le  rabattement  d'une  figure  située 
dans  un  plan  parallèle  à  l'axe  OZ  étant  opéré  autour  de  la  pronière 
trace  axonométrique  de  ce  plan  irrise 'pour  axe  de  rabattement,  relexer 
cette  figure. 

Système  trimétrique  1  :  o/io  :  s/io. 

Solution  (Ep.  63).  Le  rabattement  N(M)  de  la  trace  axonomé- 
trique Ti,  axe  de  rabattement  et  axe  des  abscisses  de  la  figure  à 
relever  étant  donné,  on  procède  au  relèvement  de  cette  ligne  (100). 
Le  rabattement  N(M)  ayant  eu  lieu  autour  de  OX,  OM  =  0(M). 

Par  les  points  a\  V  et  c\  relèvements  des  rabattements  («')  (Z»'), 
et  (c'),  on  mène  des  parallèles  à  OZ,  et  l'on  porte,  sur  ces  lignes,  des 

longueurs  «'«  =  (a')  (a).  ^=  («')  («)  5/10;   Vb  =  {U)  {b)  5/10  et  c'c 

=  {C')(C)5/10. 

abc  sera  la  projection  axonométrique  de  la  figure  a.'p-{  du  plan  T, 
laquelle  est  rabattue  en  (a)  [b]  [c). 

Troisième  cas.  La  figure  à  rabattre  se  trouvée  dans  un  plan  qui 
passe  par  un  axe  coordonné  sans  toutefois  se  confondre  avec  un  plan 
coordonné. 

110.  Ce  cas  particulier  est  un  corollaire  de  celui  oii  le  plan  de 
la  figure  à  rabattre  est  parallèle  à  un  axe  coordonné. 

Nous  pouvons  donc  poser,  comme  exercices  du  second  cas,  les 
difierents  problèmes  que  le  troisième  cas  peut  comporter. 
Breithof.  Géom.  descript.  III.  5 


—    66    — 

f  tf.  Excrrlcp*  rt  applications. 

Problème  l.  Rabattement  axonométriqne  d'un  triangle  dont  le  plan 
passe  par  l'axe  coordonné  OX. 

Système  trimétrique  1  :  1/2  :  9/10. 

Problènip  rprlprot|uo. 

Problème  II.  Rabattement  axonométriqne  d'une  figure  plagie  dont  le 
plan  passe  par  l'axe  OY. 

Système  dimétrique  1  :  1/2  :  1. 

Problème  réciproque. 

Problème  III.  Rabattement  axonométriqne  d'wi  triangle  situé  dans  un 
plan  passant  par  l'axe  OZ. 

Système  isométrique  1:1:1. 

Problème  réciproque. 


Quatrième  cas.  —  Cas  général.  Construire  le  rabaitemètU  sur 
P  d'une  Jiffure  située  dans  un  plan  guelcongîie. 


112.  Problème.  Une  droite  est  située  dans  un  plan  T  incliné  sur 
les  trois  axes  coordonnés^  en  opérer  le  rabattement  sur  P. 

Système  trimétrique  1  :  s/io  :  o/io. 

Solution  (Ep.  64).  Soit  le  plan  donné  par  ses  traces  axonomé- 
triqucs  ïj,  T,  et  T3.  Soient  deux  points  «  et  p  de  ce  plan,  ils  déter- 
minent la  droite  a?  dont  il  s'agit  d'opérer  le  rabattement  sur  P,  en 
prenant  la  trace  axonométrique  Tj  pour  axe  de  rabattement. 

Menons,  par  ces  deux  points,  des  droites  parallèles  aux  traces 
T2  et  T3. 

Ces  droites  coupent  Tj  et  déterminent  des  triangles  ayant  a  et  P 
pour  sommets. 

Rabattons  ces  triangles. 

Le  triangle  pvp  rabattu  donne  un  triangle  semblable  au  premier 
et  supposons  que  le  rapport  de  similitude  soit  Qa;. 

Pour  réduire  les  trois  côtés  vp,  pv  et  p?  à  l'échelle  Q^,  commen- 
çons par  rabattre  A.C  sur  P  autour  de  l'axe  Ox.  Ce  rabattement  sera 
en  C  (A)  et  (w)  {r)  sera  le  rabattement  de  la  base  vp  du  triangle  pvp. 

Dans  ce  rabattement,  0(A)=OA.  5^=  OA.  2. 


—     67     — 

Pour  obtenir  le  rabattement  de  pp,  c'est-à  dire  la  réduction  de 
Pp  à  l'échelle  Q^,  observons  que  cette  ligne  est  située  dans  un  plan 
parallèle  à  l'axe  OZ. 

Rapporté  à  l'échelle  Q.r,  pp  se  rabat  en  {b')  r  et  dans  ce  rabatte- 
ment (^0  *'=  W  S?=  W.  10/9. 

Le  rabattement  ou  la  réduction  de  pv  à  l'échelle  de  Qx  s'ob- 
tiendra en  opérant  d'abord  sa  réduction  à  l'échelle  Qy  et  en  rappor- 
tant ensuite  la  longueur  ainsi  réduite  à  l'échelle  Qx. 

Ov 
Dans  la  réduction  de  pv  à  l'échelle  Qy  on  a  l'{b)=bb'.  ^=bb'ôh. 

La   longueur    réduite   à   l'échelle  Qx  deviendra  {n)(b2)=n{b). 

Les  deux  côtés  pv  et  p?  actuellement  réduits  à  l'échelle  Q^  seront 
portés  en  (n)  et  (;•)  et  donnent  avec  {n){r)  le  triangle  {n){r){b)  rabatte- 
ment sur  P  du  triangle  pvp. 

Pour  avoir  le  rabattement  du  triangle  «iitc,  il  suffit  de  mener, 
par  (m)  et  (|;),  des  droites  respectivement  parallèles  aux  côtés  {7i){b) 
et  (r){b)  du  triangle  rabattu  {n){b){r).  On  obtiendra  ainsi  le  triangle 
(m){a){p). 

La  ligne  {b){a)  qui  joint  les  deux  sommets  {a)  et  {b)  des  deux 
triangles  rabattus  sera  le  rabattement  de  la  droite  =tp  du  plan  donné. 

Vérification.  Le  prolongement  de  {a){b)  coupera  la  trace  ra- 
battue (Tj)  au  point  (D),  rabattement  du  point  de  rencontre  D  de  la 
droite  ap  avec  la  trace  axonométrique  Tj  du  plan  proposé. 

Vraies  forme  et  grandeur  de  la  figure  de  l'espace.  Voir  le 
paragraphe  98. 

113.  Problème  réciproque.  Les  opérations  à  exécuter  sont  la 
réciproque  des  opérations  que  nécessitait  le  rabattement. 


Applications.  —  Problèmes. 


114.  Problème  I.  Construire  la  véritable  lo7igueiir  d'une  ])or lion 
de  droite  (1  :  1  :  1). 
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Solution  (Ep.  65).  La  droite  «?  de  l'espace,  sa  projection  «'p' 
sur  l'i  et  les  deux  projetantes  verticales  «a'  et  ?ii'  forment  un  trapèze 
rectangle  situé  dans  un  plan  parallèle  à  l'axe  coordonne  OZ. 

Ce  trapèze,  rabattu  sur  P  autour  de  la  trace-projection  sur  Pi 
de  son  plan,  donne  (a){l)  pour  rabattement  de  «P  (108). 

La  véritable  longueur  du  trapèze  aa';îji'  de  l'espace  et  par  suite  «p 
s'obtiennent  en  augmentant  les  coordonnées  de  (a)  et  de  {b)  dans  le 
rapport  i/Q^=iooo/si6  (108). 

115.  Problème  II.  Construire  la  distance  d^un  poitit  à  une 
droite  (1:1:1). 

Solution  (Ep.  66).  Par  la  droite  et  le  point,  on  fait  passer  un 
plan  (74).  On  rabat  ce  plan  avec  la  droite  et  le  point  qu'il  contient 
autour  de  la  trace  T,  prise  pour  axe  de  rabattement  (112).  La  dis- 
tance du  point  {a)  à  la  droite  rabattue  sera  la  distance  du  point  a  à 
la  droite  donnée  réduite  à  l'échelle  Qa;,  le  rabattement  de  BA  se 
faisant  autour  de  0^. 

Pour  avoir  la  véritable  longueur  de  la  distance  demandée,  on 
devra  réduire  {a){b)  dans  le  rapport  i/Q^=iooo/si6. 

Belever  ta  distance  [a)  [h).  Le  point  («)  est  relevé  en  a\  le  point 
[h)  se  relève  en  J  à  l'aide  de  la  droite  [m)  {h)  parallèle  au  rabattement 
de  la  droite  a])  qui  est  parallèle  à  T3. 

116.  Problème  III.  Construire  la  distance  de  deux  droites  pa- 
rallèles. 

Solution  dans  l'espace.  Les  deux  droites  parallèles  détermi- 
nent un  ])lan  (72).  On  rabat  ce  plan  avec  les  deux  droites,  en  pre- 
nant la  trace  Ti  pour  axe  de  rabattement  (112).  On  achève  comme 
au  problème  précédent. 

117.  Problème  IV.  Par  un  2>oint  donné,  mener  une  droite  qui 
rencontre  une  autre  droite  dominée  sous  un  angle  donné  (3:2:3). 

Solution  dans  l'espace.  Le  point  et  la  droite  déterminent  un 
plan.  On  rabat  ce  plan  avec  la  droite  et  le  point,  en  prenant  la  trace 
Ti  pour  axe  de  rabattement.  Dans  le  rabattement,  on  mène,  par  le 
point  rabattu  ,  une  droite  qui  rencontre  la  droite  rabattue  sous 
l'angle  donné.  Cette  droite  relevée  sera  la  droite  demandée. 

Solution  graphique  (Ep.  67).  Par  le  point  et  la  droite,  on  fait 
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passer  un  plan  (74).  On  rabat  ce  plan  avec  la  droite  et  le  point 
autour  de  T,  en  faisant  les  réductions  à  l'échelle  Qa\  La  figure 
de  l'espace  formée  prr  la  droite  donnée  et  la  droite  demandée,  ré- 
duite à  l'échelle  Qx  ,  donne  en  rabattement  une  figure  semblable 
dans  laquelle  les  angles  n'ont  pas  changé.  Il  suffira,  par  conséquent, 
de  mener,  par  («),  une  droite  {a){k)  faisant  avec  (h){k)  un  angle  égal  à 
l'angle  donné  pour  avoir  le  rabattement  {a){k)  de  la  droite  demandée. 
Le  relèvement  de  {a){A)  donne  en  ak  la  projection  axonométrique  de 
la  droite  demandée. 

118.  Problème  V.  &'U7'  une  droite  donne'e,  marquer  mi  2)oi7it  à 
une  dislance  donnée  d'un  point  donné  (3  :  2  :  3). 

Solution  dans  l'espace  (Ep.  67).  Le  point  et  la  droite  déter- 
minent un  plan  que  l'on  construit.  On  rabat  ce  plan  sur  P  en  prenant 
sa  trace  Ti  pour  axe  de  rabattement.  Du  point  rabattu  comme  cen- 
tre, avec  un  rayon  égal  à  la  distance  donnée  réduite  à  l'échelle  Qa; 
qui  a  servi  dans  le  rabattement  du  plan,  on  décrit  un  arc  de  cercle 
qui  coupera  le  rabattement  de  la  droite  en  deux  points  (Z)  et  (w), 
rabattements  des  points  demandés.  Le  point  [l]  a  été  relevé  en  l. 

Remarque.  Pour  que  le  problème  soit  possible  il  faut  que  la 
distance  donnée  soit  plus  petite  que  la  distance  du  point  à  la  droite. 

119.  Problème  VI.  Dans  un  plan  donné,  mener  une  droite  paral- 
lèle à  îine  droite  de  ce  plan  et  qui  soit  à  une  distance  donnée  de  la 
preynière. 

Solution  dans  l'espace.  On  rabat  le  plan  avec  la  droite  donnée 
autour  de  T,  prise  pour  axe  de  rabattement  (112),  en  opérant  les 
réductions  à  l'échelle  (^x.  Dans  P,  on  élèvera,  sur  la  droite  rabattue, 
une  perpendiculaire  sur  laquelle,  à  partir  de  la  droite,  on  portera 
une  longueur  égale  à  la  longueur  donnée  réduite  à  l'échelle  Q^.  Par 
l'extrémité  de  cotte  perpendiculaire,  on  mène  une  parallèle  à  la 
droite  rabattue  et  l'on  aura  le  rabattement  de  la  droite  demandée. 

Dans  le  relèvement  de  cette  droite,  il  sufiira  de  relever  sa  trace 
axonométrique  sur  Pj,  et  de  mener,  par  ce  point  obtenu,  une  paral- 
lèle à  la  projection  de  la  droite  donnée. 

120.  Problème  VII.  Un  plan  étant  donné  par  ses  traces  axono- 
métriques,  construire  une  ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  plan  sur  le 
plan  horizontal  XOY  (4:3:4). 
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Solution  (Ep.  68).  La  ligne  do  plus  grande  pente  du  plan  sur 
XOY  est  perpendiculaire,  dans  l'espace,  à  la  trace  ti  du  plan.  La 
projection  sur  XOY  est  également  normale  à  ti,  et,  si  nous  supposons 
que  la  ligne  de  plus  grande  pente  passe  par  B,  sa  projection  sur 
sur  XOY  passera  par  0. 

Pour  construire  la  projection  de  la  droite  demandée  sur  XOY, 
rabattons  ce  plan  avec  Tj  sur  P  (96)  en  prenant  OX  pour  axe  de 
rai  attement. 

Le  rabattement  de  la  projection  de  la  ligne  de  plus  grande 
pente  passera  par  0  et  sera  normal  à  (TJ.  Ce  rabattement  0(«)  relevé 
en  Oa  sera  la  première  projection  de  la  ligne  demandée  laquelle  aura 
Ba  pour  projection  axonométrique. 

Remarque.  La  construction  de  la  ligne  de  plus  grande  pente 
étant  une  opération  1res- simple,  on  peut,  avec  avantage,  se  servir  de 
cette  ligne  comme  ligne  auxiliaire  dans  le  rabattement  de  différents 
éléments  situés  dans  un  plan  quelconque, 

121.  Problème  VIII.  Constmire  VangU  de  deux  droites  [i  :  3:4). 

Solution  dans  Tespace.  Les  deux  droites  déterminent  un  plan 
T  que  l'on  rabat,  avec  les  deux  droites,  sur  le  plan  de  figure  P,  en 
prenant  la  trace  axonométrique  Tj  pour  axe  de  rabattement.  L'angle 
des  deux  droites  rabattues  sur  l'angle  des  deux  droites  de  l'espace. 

Solution  graphique  (Ep.  69).  Après  avoir  construit  les  traces 
du  plan  T,  on  rabat  le  plan  coordonné  XOY  sur  P  en  prenant  Ox 
pour  axe  de  rabattement.  Tj  se  trouvera  rabattue  en  (Ti),  la  pre- 
mière projection  «'  du  sommet  a  en  («'),  et  les  traces  ?  et  [x  des  deux 
droites  sur  XOY  respectivement  en  (J)  et  (c). 

Pour  avoir  le  rabattement  du  sommet  de  l'angle,  imaginons  une 
ligne  de  plus  grande  ^ente  sur  XOY  du  plan  T  passant  par  «.  Le 
rabattement  de  la  projection  horizontale  de  cette  droite  passera  par 
(«')  et  sera  normal  à  (Tj)  ;  [n)  est  donc  le  rabattement  de  sa  trace 
horizontale  et  la  normale  {n){a)  est  la  direction  du  rabattement  de 
cette  ligne  (113). 

A  partir  de  [n),  portons  [n]  (a),  pour  avoir  en  [a]  le  rabattement 
du  sommet  de  l'angle  des  deux  droites,  angle  qui  est  égal  à  {h)  {a)  (c). 

La  longueur  («)  {a)  s'obtient  en  opérant  un  rabattement  auxiliaire 
de  a[x  sur  P,  le  plan  aa'ii.  étant  parallèle  à  l'axe  Oz  (108). 
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122.  Problème  IX.  Construire  la  Ussectrlce  de  Vaiigle  de  deux 
droites. 

Solution  (Ep.  69).  On  construira,  comme  dans  le  problème 
précédent,  le  rabattement  des  deux  droites.  La  bissectrice  de  l'angle 
rabattu  sera  le  rabattement  de  la  bissectrice  demandée.  Cette  droite 
{a)  {m)  se  relève  en  am. 

116.  Problème  X.  Construire  l'an ff le  de  detcx  traces  d'un  plan 
(1  :  s/4  :  1). 

Solution  (Ep.  70).  On  rabat  les  deux  traces  T3  et  Tj  sur  P  au- 
tour de  Ti  prise  pour  axe  de  rabattement.  On  se  sert,  à  cet  effet, 
d'une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  donné  sur  XOY  menée  par 
le  point  G  de  l'axe  OZ. 

123.  Problème  XI.  Constj'uire  la  Mssectrise  de  l'angle  de  deux 
traces  d'un  'plan.  Par  exem;ple,  la  Ussectrlce  de  V angle  des  traces  T3 
et  T,  (1  :  3/4  :  1). 

Solution  (Ep.  70).  L'angle  de  ces  deux  traces  a  été  construit 
en  rabattement  (116). 

La  bissectrice  (A)  {n)  de  cet  angle  sera  le  rabattement  de  la 
bissectrice  demandée.  On  n'a  donc  qu'à  relever  la  droite  (A)  (w).  A 
cet  effet,  on  peut  se  servir  d'une  ligne  de  plus  grande  pente  sur  XOY 
menée  par  {n),  ou  l)ien  d'une  droite  {n)  {p)  parallèle  à  la  trace  rabat- 
tue (A)  (C).  Ces  deux  droites  se  relèvent  aisément  et  donnent  le 
point  (1  qui,  avec  A,  déterminent  %A,  projection  axonométrique  de 
la  bissectrice  de  l'angle  des  traces  T3  et  Tj. 

124.  Problème  XII.  Trois  points  étant  donnés,  construire  le 
triangle  dont  ces  trois  points  seraient  les  sommets  (1  :  2/3  :  1). 

Solution  dans  l'espace.  Les  trois  points  déterminent  un  plan. 
On  rabat  ce  plan  avec  les  trois  points  qu'il  contient  sur  P  autour  de 
sa  trace  Tj  prise  pour  axe  de  rabattement.  On  obtient  un  triangle 
qui  sera  semblable  au  triangle  demandé  et  qui  sera,  avec  ce  dernier, 
dans  le  rapport  Qa?,  si  toutes  les  réductions  que  comportent  les  diffé- 
rents rabattements  ont  été  opérées  d'après  l'échelle  Qa?. 

Solution  graphique  (Ep.  71).  V^  Opération.  Par  les  trois  points 
donnés,  on  fait  passer  un  plan  T  (73). 

2me  Opération.  Rabattement  du  plan  T  sur  P  autour  de  Tj  consi- 
dérée comme  axe  de  rabattement. 


} 
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On  opère  les  réductions  par  rapport  à  Ox,  donc  dans  le  rapport 
de  Q^.  Ti  ou  AB  se  trouvera  rabattue  en  (A)  B. 

Les  traces  p,  n  et  m  des  trois  côtés  du  triangle  «Pï  ont  leur  ra- 
battement respectivement  en  (jo),  {n)  et  {m). 

3"^  Opération.  Rabattements  des  traces  CA  et  CB.  On  opère  ce 
rabattement  à  l'aide  d'une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  sur 
XOY  menée  par  C.  Cette  ligne  se  rabat  en  (R)  (C)  (120)  et  donne  le 
point  (C)  et  ainsi  (C)  A  et  (C)  B,  rabattements  des  traces  du  plan  T. 

é"»  Opération.  Rabattement  du  triangle.  Chaque  sommet  s'obtient 
en  rabattement  à  l'aide  de  parallèles  aux  traces  CA  et  CB.  Il  suffit 
de  construire  ainsi  les  rabattements  {c)  et  {a)  pour  en  déduire  [l). 

5'"®  Opération.  Vraie  grandeur  du  triangle. 

125.  Problème  XIII.  Construire  le  centre  du  cercle  inscrit  dans 
h  triangle  dont  on  donne  les  trois  sommets. 

Solution.  Ou  construit  le  rabattement  du  triangle  (124).  On 
construit  le  centre  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle  rabattu.  Comme 
les  figures  rabattues  sont  semblables  aux  figures  de  l'espace  dont 
elles  sont  les  rabattements,  les  angles  «,  P  et  y  du  triangle  a?y  sont 
égaux  respectivement  aux  angles  (a),  {h)  et  (c)  du  triangle  rabattu; 
par  suite,  les  rabattements  des  bissectrices  de  ces  angles  coïncident 
avec  les  bissectrices  des  angles  du  triangle  rabattu.  Le  point  de 
rencontre  {g)  de  ces  bissectrices  sera  le  rabattement  du  centre  du 
cercle  inscrit  du  triangle  a^y.  Le  point  {g)  se  relève  en  ^  à  l'aide  du 
relèvement  des  trois  bissectrices  prolongées  {r){c),  {f){(i'){ff)  et  {s){h){g). 

126.  Problème  XIV.  Construire  la  distance  d'un  point  à  un  plan 
(1  :  i/t  :  1). 

Solution  dans  l'espace.  Du  point  donné,  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire sur  le  plan.  On  détermine  le  pied  de  cette  perpendi- 
culaire. La  véritable  longueur  de  la  distance  de  ce  pied  au  point 
donné  mesure  la  distance  de  ce  point  au  plan. 

Solution  graphique  (Ep.  72). 

l'^  Opération.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  a  sur  le 
plan  a  pour  projection  sur  P  la  droite  ah,  perpendiculaire  à  la  trace 
ordinaire  T  du  plan  donné. 

2ine  Opération.  Construction  du  pied  de  la  perpendiculaire.  Par 
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la  perpendiculaire,  menons  un  plan  auxiliaire  vertical.  Ce  plan, nor- 
mal en  même  temps  au  plan  proposé,  sera  normal  à  la  trace  T,  de 
ce  plan  et  coupera  ce  dernier  suivant  une  ligne  de  plus  grande 
pente  sur  XOY;  la  projection  de  cotte  ligue  sur  I\  passera  par  a', 
projection  de  a  sur  Pj. 

On  construira,  par  rabattement,  cette  ligne  de  plus  grande 
pente  (120).  Son  rabattement  sera  (rt')R  perpendiculaire  a  B(A),  et  sa 
première  projection  en  Ua'. 

Le  point  de  rencontre  h  de  cette  ligne  avec  la  première  per- 
pendiculaire sera  le  pied  de  cette  dernière. 

3me  Opération.  La  véritable  longueur  de  «p  se  construira  par 
rabattement  sur  P. 

127.  Problème  XV.  Construire  la  distance  de  deua;  pla)is  paral- 
lèles. 

Solution.  D'un  point  «  de  l'espace,  on  abaisse  une  perpendicu- 
laire sur  les  deux  plans  parallèles. 

On  détermine  le  pied  de  cette  perpendiculaire  sur  chacun  de 
ces  plans  (119). 

La  véritable  longueur  de  la  distance  entre  ces  pieds  y  et  iî,  que 
l'on  construit  par  rabattement,  sera  la  distance  qui  sépare  les  deux 
plans  parallèles. 

Déduire  la  solution  graphique  de  celle  du  problème  précédent. 

128.  Problème  XVI.  Construire  Vaiif/le  d'une  droite  et  d'mi 
plan. 

Solution  dans  l'espace.  D'un  point  de  la  droite,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  le  plan.  L'angle  de  la  droite  et  de  cette  per- 
pendiculaire sera  le  complément  de  l'angle  de  la  droite  et  du  plan. 

Cet  angle  se  construit  par  rabattement  (121). 

129.  Problème  XVII.  Construire  Va7igle  de  deux  plans. 
Solution  dans  l'espace.  D'un  point  quelconque  de  l'espace,  on 

abaisse  une  perpendiculaire  sur  chacun  des  deux  plans.  L'angle  de 
ces  deux  droites  (121)  sera  le  supplément  de  l'angle  plan  qui  mesure 
le  dièdre  des  doux  plans. 

130.  Problème  XVIII.  Construire  Vangle  de  deiix  plans  paral- 
lèles à  un  axe  coordonné  (l  :  1/2  :  1). 

5. 
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Solution  (Ep.  73).  Les  deux  plans  donnés  sont  parallèles  à 
l'axe  OX. 

Le  plan  ZOY  coupe  ces  plans  suivant  les  traces  T3  et  T'3. 

L'angle  de  ces  traces  est  l'angle  plan  du  dièdre  des  deux  plans. 

Cet  angle  situé  dans  le  plan  coordonné  ZOY,  se  construit  par 
rabattement. 

131.  Problème  XIX.  Coiistmire  le  plan  bissecteur  dît  dièdre  de 
deux  plans  farallèles  à  un  axe  de  p'ojection. 

Solution  (Ep.  73).  On  construit  l'angle  des  deux  plans  ainsi 
que  la  bissectrice  de  cet  angle.  Le  plan  bissecteur  passera  par 
cette  bissectrice  ;  ses  traces  Vj  et  Vj  passeront  respectivement  par  a 
et  V  et  sont  parallèles  à  Ox,  et  la  bissectrice  aV  est  elle  même  la 
troisième  trace  axonométrique  V3  de  ce  plan. 


LIVIIE  II 


PROJECTIONS   OBLIQUES 


Chapitre   premier. 


Représeutation  et  détermination  du  point,  de  la  droite 

et  du  plan. 


132.  Considérations  générales.  Définitions.  Si,  par  le  point 
a  de  Tcspace  (Fig.  74),  on  mène  une  droite  (Mo  parallèle  à  une 
droite  d  oblique  à  Pj,  la  trace  a^  de  cette  droite  acLo  sur  un  plan  est 
Xq.  projection  ollique  du  point  a  sur  ce  plan. 

Le  plan  sur  lequel  on  projette  obliquernent  un  point,  une  droite, 
etc.  est  le  plan  de  figure. 

Nous  prenons  le  plan  Pj  des  projections  diédriques  pour  plan 
de  figure. 

La  droite  aa^  est  la  projetante  ollique  du  point  a.  et  la  droite  d 
à  laquelle  toutes  les  projetantes  sont  parallèles  est  Xd,  directrice  des 
projetantes,  ou  simplement  la  directrice. 

Tout  plan  parallèle  à  Pg  est  un  plan  de  front. 

Si  nous  projetons  le  point  a  orthogonalcment  sur  Po  en  «",  le 
segment  aa"  de  la  projetante  orthogonale  et  le  segment  aa^  de  la 
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projetante  oblique  constituent  respectivcme;  t  Vordomice  ortliogonale 
et  \U)rdo?ince  ollique  du  point  a. 

Les  deux  ordonnées,  orthogonale  et  oblique,  forment  les  coor- 
données olUqncs  du  point  a^  coordonnées  qui  se  coupent  sous  un  cer- 
tain angle  a,  par  hypothèse  toujours  plus  petit  que  90". 

Ordinale  oblique.  —  Fuyante.  Le  plan  des  coordonnées  obliques 
d'un  point  a  est  normal  au  plan  de  figure  ;  il  coupe  ce  dernier  sui- 
vant une  droite  a"a^,  parallèle  à  la  projection  orthogonale  d"  de  la 
directrice  rf,  et  à  la  projection  orthogonale  sur  V^  de  l'ordonnée 
oblique  rtrto- 

Le  segment  a"a^,  sera  Vordinale  ollique  du  point  a  (Schiclc  ordi- 
nale). 

Toute  droite  parallèle  à  «"«o,  donc  à  la  projection  orthogonale 
de  d  sur  Pg  porte  le  nom  àc/ui/ante. 

On  donne  parfois  le  nom  de  fuyante  à  l'ordinale  oblique  elle- 
même. 

L'ordinale  oblique  «"«o  peut  être  considérée  comme  étant  la 
projection  oblique  de  l'ordonnée  orthogonale  aa"  sur  Pg,  où  la  pro- 
jection orthogonale  de  l'ordonnée  oblique  aa^  sur  ce  plan. 

Propriété.  Toîit  point  a  de  l'espace  à  ses  projections^  ollique  et 
ortliogonale,  sur  un  'plan  de  fgnre  U7iies  par  une  fuyante,  Vordinale 
ollique  de  ce  point. 

La  propriété  précédente  renferme  la  loi  des  projections  obliques. 

133.  Module.  Si  Ton  a  plusieurs  points  a,  l,  c  etc.  de  l'espace, 
projetés  orthogonalement  en  «",  l'\  c",  etc.  et  obliquement  en  «o, 
Jo,  Co,  etc.,  on  voit  que,  pour  chacun  de  ces  points,  le  rapport  de 
l'ordinale  oblique  (la  projection  oblique  de  l'ordonnée  orthogonale) 
à  l'ordonnée  orthogonale  est  une  quantité  constante. 

^4';^=^>=etc =M. 

a  a      b  l      ce 

La  valeur  M  de  ce  rapport  constant  porte  le  nom  de  module. 
Le  module  pour  un  système  de  coordonnées  obliques  varie  avec 
la  valeur  de  l'angle  '^  de  ces  coordonnées. 

134.  Ordonnée  modulée.  L'ordinale  oblique  a!'a^-=a!'a.  M. 

Ce  segment  d'a^  qui  mesure,  sur  la  fuyante,  la  distance  entre 
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les  projections  orthogonale  et  oblique  du  point  sur  un  même  plan 
est  donc  égale  à  l'ordonnée  orthogonale  du  point  multipliée  par  le 
module  ;  c'est  Vordonnée  modulée  du  point  a. 

Propriété.  L'ordonnée  modulée  permet  de  trouver  facilement 
la  projection  oblique  d'un  point  sur  P.,,  étant  données  la  projection 
orthogonale  de  ce  point  sur  ce  plan  ainsi  que  son  ordonnée  ortho- 
gonale. 

La  valeur  de  lordonnée  modulée  dépend  de  celle  du  module  : 
pour  le  cas  particulier  d'un  système  de  coordonnées  obliques  dont 
l'angle  a^45",  l'ordonnée  modulée  est  égale  à  l'ordonnée  orthogonale. 

135.  Détermination  de  la  directrice.  On  détermine  ordinai- 
rement la  directrice  d  (Fig.  75j  par  l'angle  P  que  d  fait  avec  d'\ 
ainsi  que  par  l'angle  y  que  d'^  fait  avec  une  normale  à  l'axe  de  pro- 
jection du  système  diédrique. 

Les  angles  ?  et  r  permettent  de  construire  les  projections  ortho- 
gonales d^  et  <Z"  de  la  directrice  sur  les  plans  P^  et  Pg. 


Représentation  et  détermination  du  point. 


La  construction  de  la  projection  oblique  d'un  point  de  l'espace 
varie  suivant  les  données  desquelles  on  part. 

Cette  construction  est  comprise  dans  les  deux  problèmes  sui- 
vants : 

136.  Problème  I.  Coustrtiire  la  projection  oUique  d''un  iwint, 
étant  donnés  la  projection  orthogonale  de  ce  point,  la  longueur  de  Vor- 
donnée ortlwgrmale,  le  module  et  la  direction  des  fuyantes. 

Solution.  Par  la  projection  orthogonale  a"  de  a  (Fig.  76),  on 
mène  une  fuyante  sur  laquelle  on  porte,  à  partir  de  a",  une  lon- 
gueur égale  à  l'ordonnée  modulée  a"aM.  L'extrémité  a^  de  cette 
longueur  sera  la  projection  oblique  a^  de  a. 

137.  itemarqiic.  La  figure  93  nous  montre  que  par  le  point  a  passent 
deux  droites  qui  fent  toutes  les  deux  le  même  angle  a  avec  l'ordonnée  orthogo- 
nale, qui  se  projettent  toutes  les  deux  suivant  des  droites  parallèles  à  la  direc- 
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trice  d",  et  dont  l'une  d'elles  donne  une  trace  «o  au-dessus  de  a"  et  l'autre  une 
trace  Oo  au-dessous  de  a  '. 

Pour  éviter  la  confusion,  on  marque  par  une  flèche  la  direction  que  doit 
prendre  la  fuyante,  et  par  suite  le  sens  dans  lequel  on  doit  porter  l'ordonnée 
modulée  sur  l'ordinale  oblique  menée  par  a". 

fs«i.  .\o(a(ion!4.  Nous  marquerons  la  projection  oblique,  appelée  encore 
clinorfraphique  ou  clinogonale  d'un  point  a,  b,  c  etc.  par  la  lettre  a,  b,  c  etc. 
qui  caractérise  ce  point,  et  nous  ajouterons  comme  indice  la  lettre  o,  initiale 
du  mot  oblique. 

139.  Problème  réciproque.  Retrouver  la  DéritaUe  position  dans 
l'espace  d'u/i,  point  a  dont  on  donne  la  projection  oUiqiie  ao,  la  projection 
orthogonale  a" ,  ainsi  qne  h  module  et  la  di)-ectrice. 

Solution.  Au  point  a"  (Ep.  76),  on  élève  une  perpendiculaire  à 

Po  et  Ton  porte,  sur  cette  perpendiculaire,  et  à  partir  de  «",  une 

1       a  a" 
longueur  égale  à  a"a  =  aoa".  —  =  — — 1-4 ,  M  étant  égal  à  3/4. 

M  3 

L'extrémité  a  de  cette  perpendiculaire  sera  la  position  qu'occupe 
le  point  a  dans  l'espace. 

140.  Problème  II.  Construire  la  projection  ollique  a^  d^n point 
a;  on  connaît  les  projections  orthogonales  «"  et  a'  de  ce  point  sur  deux 
plans  7'ectangulaires  V^etV^,  ainsi  que  les  projections  orthogonales  d" 
et  d'  de  la  directrice  d. 

Solution  (Ep.  78).  Par  le  point  a,  on  mène  une  droite  l  paral- 
lèle à  rf,  la  trace  «o  de  cette  droite  sur  V^  sera  la  projection  oblique 
du  point  a  sur  ce  plan. 

Ce  point  «o  est  bien  la  projection  oblique  de  a  sur  P,,  mais  le 
point  a  n'est  pas  suffisamment  déterminé  par  «oj  vu  que  «o  est  la 
projection  oblique  d"un  point  quelconque  de  l,  donc  de  cette  droite. 

Pour  représentf-r  et  déterminer  le  point  a  de  manière  à  ne  pou- 
voir le  confondre  avec  un  point  quelconque  de  /,  nous  construirons 
la  projection  oblique  a\  de  la  première  projection  orthogonale  a'  de  a. 

Ces  deux  projeclions  a^  et  «'„  déterminent  et  représentent  le 
point  a. 

En  efl'et,  pour  retrouver  les  projections  orthogonales  a'  et  a\ 
étant  données  les  projections  «„  t't  «'„,  il  suffit  de  mener,  par  «'„,  une 
droite  parallèle  à  d"^  une  fuyante,  de  l'arrêter  en  m  sur  l'axe  et  de 


I 
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mener,  par  ce  point,  une  perpendiculaire  à  cet  axe.  Le  point  de  ren- 
contre de  cette  normale  avec  la  fuyante  menée  par  «o  donne  la  pro- 
jection «"  du  point  a  sur  Pj. 

Pour  avoir  «',  il  suffira  d'abaisser  de  «'„  une  normale  à  l'axe,  do 
mener,  par  son  pied  /,  une  parallèle  à  d'  et  de  l'arrêter  en  a'  sur  la 
normale  a" a'  pour  avoir,  en  ce  point,  la  projection  orthogonale  a'  de 
a  sur  Pj. 

«o  <?t  a'o  constituent  les  projections  oUiques  du  point  a. 

141.  Propriété.  Les  deux  projections  oUiques  du  point  a  sont 
situées  sur  une  normale  à  Taxe,  et  leur  distance  ajii\  ^st  égale  à  la 
première  ordonnée  ortliogonale  de  ce  point. 

En  effet,  le  plan  projetant  oblique  mené  par  a  et  a)  est  normal 
à  Pi  et  coupe  Po  suivant  une  perpendiculaire  à  l'axe  ;  sur  cette  per- 
pendiculaire, la  longueur  a^a^  est  égale  à  «a'  ordonnée  orthogonale 
de  a  par  rapport  à  P^. 

a!'a      a"a 

142.  Corollaires.  I.  Le  rapport  -7-^= — ^  donne  la  valeur  du 

^  ^        a'm     aa 

module  M. 

IL  Si  nous  construisons  un  triangle  rectangle  qui  a  pour  côtes 
de  l'angle  droit  «"«o  et  aa^\  l'angle  «  au  sommet  a  (Fig.  79)  est 
l'angle  qui  caractérise  le  système  de  projection  employé. 

Une  longueur  quelconque  a^^l),  portée  à  partir  de  a"  sur  a^'a, 
considérée  comme  deuxième  ordonnée  orthogonale  d'un  point  B, 
donnera  en  «"Z*o  la  valeur  de  l'ordonnée  modulée  correspondante. 

Ces  considérations  nous  permettent  de  construire  la  projection 
oblique  d'une  figure  quelconque,  sans  devoir,  pour  chacun  de  ses 
sommets,  passer  par  les  opérations  exposées  au  paragraphe  140. 

143.  Problème.  Cooistruire  la  jn-ojection  ollique  d'un  triangle 
aie  de  T'espace,  étant  données  ses  projections  ortliogonales  sur  Pj  et  V^, 
ainsi  qiœ  les  deux  projections  orthogonales  d'  et  d'^  de  la  directrice. 

Solution  (Ep.  80).  On  construit  les  deux  projections  obliques 
Co  et  c'o  d'un  sommet  c.  Par  les  sommets  a"  et  V\  on  mène  des 
fuyantes,  et  Ton  porte,  sur  ces  lignes  et  à  partir  de  a"  et  h'\  les  lon- 
gueurs des  ordonnées  modulées  qui  correspondent  à  ces  points. 

Ces  ordonnées  modulées  V%^  <i"«o  se  construisent  à  l'aide  du 


.V 
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triangle  rectangle  CocV  (Fig.  81) ,  dans  lequel  les  deux  côtés  de  | 

Tangle  droit  c"Co  et  c"c'—c'm  sont  connus  ;  c'm  est  la  deuxième  or- 
donnée du  point  c,  tandisque  c"Co  est  son  ordonnée  modulée  con- 
struite comme  au  §  142. 

144.  Remarque.  Cet  exemple  nous  montre  les  constructions 
à  faire  pour  obtenir  la  projection  oblique  d'un  corps  quelconque, 
étant  données  ses  projections  orthogonales  sur  Pj  et  Po.  Ces  con- 
structions trouveront  leur  application  dans  la  représentation  gra- 
phique des  surfaces  et  des  polyèdres. 


Des  différentes  positions  du  point  par  rapport  aux  plans 
de  projections  Pi  et  P2. 


145.  Les  neuf  positions  différentes  qu'un  point  a  peut  occuper 
par  rapport  aux  deux  plans  de  projection  V^  et  Pg  (projections  dié- 
driques)  se  trouvent  représentées  en  projections  obliques  sur  Pg  dans 
les  épures  82  à  90. 

146.  Propriétés.  L'inspection  des  figures  82  à  90  nous  donne 
les  lois  suivantes  : 

L  Suivant  qu'un  point  a  de  V espace  est  au-dessus  ou  au-dessous  de 
Pj,  sa  projection  oblique  «o  ^st  au-dessus  oîc  au-dessous  de  a\,  et  réci- 
proquemeiit. 

IL  Si  le  point  a  est  situé  dans  P^  les  projections  tto  et  a\  coïnci- 
dent, et  réciproquement. 

IIL  Tout  f  oint  a  situé  dans  Pg  est  lui-même  sa  projection  ollique 
tto.  et  sa  projection  a'^  est  sur  l'axe  de  projection,  et  réciproquement. 

14».  nemarque.  Les  positions  des  projections  obliques  «o  et  a'o  par  rap- 
port à  l'axe  de  projection  n'ont  pas  l'importance  qu'on  leur  attribue,  avec  raison, 
dans  la  méthode  des  projections  orthogonales  diédriques. 

Cet  axe  n'existe,  dans  la  méthode  des  projections  obliques,  que  pour  rap- 
peler la  position  de  P^  par  rapport  au  plan  de  figure  Pj. 
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Représentation  et  détermination  de  la  droite. 

148.  Projection  oblique  de  la  droite.  Si,  par  la  droite,  on 
mène  un  plan  parallèle  à  la  directrice,  la  trace  de  ce  plan  sur  P2 
sera  lu. projection  oblique  de  la  droite  sur  ce  plan.  Le  plan  parallèle 
à  d  mené  par  la  droite  sera  \q  plan  projetant  de  cette  dernière. 

La  projection  oblique  de  la  droite  est  déterminée  si  les  projec- 
tions obliques  de  deux  points  de  cette  droite  sont  connues. 

La  construction  de  la  projection  oblique  d'une  droite  peut  donc, 
comme  la  construction  de  la  projection  oblique  d'un  point,  se  faire 
de  deux  manières  différentes. 

149.  Problème  I.  Constndre  la  projection  ollique  d'une  droite, 
étant  donnés  sa  projeclioii  orthogonale  sur  P2,  les  ordonnées  orthogonales 
de  deux  de  ses  points,  la  direction  des  fuyantes,  ainsi  que  le  module. 

Solution  (Ep.  91).  On  construira  (136)  les  projections  obliques 
de  deux  points  a  et  &  de  la  droite,  connaissant  les  longueurs  aJ'a  et 
b^'h  des  ordonnées  orthogonales  de  ces  deux  points. 

La  droite  e^  qui  unira  «o  et  ho  sera  la  projection  oblique  de  la 
droite  e  de  l'espace. 

150.  Problème  réciproque.  Pour  retrouver  la  véritable  posi- 
tion qu'occupe,  dans  l'espace,  la  droite  e,  dont  la  projection  oblique 
est  en  e^,  on  n'a  qu'à  retrouver  (139)  les  positions  de  deux  points  de 
cette  droite. 

151.  Problème  II.  Construire  la  projection  oblique  d\ne  droite 
sur  P2,  étant  données  les  projections  ortliogonales  de  cette  droite  sur 
deux  plans  rectangulaires  Pg  et  Pj,  ainsi  que  les  projections  orthogo- 
nales de  la  directrice. 

Solution  (Ep.  92).  Par  la  droite  e,  on  fait  passer  un  plan  paral- 
lèle à  (Z,  la  trace  e^,  de  ce  plan  sur  le  plan  de  figure  sera  la  projection 
oblique  de  e  sur  Pj. 

Cette  projection  e^  représente  bien  la  droite  e,  mais  elle  ne  la 
détermine  pas,  vu  que  ^o  est  la  projection  oblique  de  toute  droite 
située  dans  le  plan  projetant  mené  par  e,  et  qu'elle  est  la  trace-pro- 
jection de  ce  plan  projetant. 
Breithof.  Gkom.  descript.  III.  6 
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Pour  déterminer  la  droite  c,  on  devra,  comme  pour  le  point, 
joindre  à  e^  la  projection  oblique  e'o  de  e'. 

Les  deux  droites  e^  et  e'o  sont  les  projections  obliques  de  la 
droite  e. 

Cette  droite  e  est  suffisamyncnt  représentée  et  déterminée  par  ses 
deux  projections  obliques  c^  et  e\. 

En  effet,  pour  retrouver  la  droite  e  de  l'espace,  on  reconstruira 
(141)  la  véritable  position  de  deux  points  de  cette  droite. 

152.  Traces  de  la  droite.  L'épure  92  nous  montre  que  la  pro- 
jection oblique  de  la  première  trace  h  se  trouve  à  l'intersection  des 
deux  projections  obliques  Co  et  e\. 

La  projection  oblique  a^  de  la  seconde  trace  a  se  trouve  à  l'in- 
tersection de  la  projection  oblique  e^  avec  la  normale  à  Taxe  de  pro- 
jection, élevée  au  point  de  rencontre  de  e'o  avec  cet  axe. 

Ces  propriétés  renferment  la  solution  du  problème  suivant. 

153.  Problème.  Etant  étonnées  les  projections  oUiques  Co  et  e'„ 
d'une  droite  e,  construire  tes  projections  oUiques  des  traces  de  cette 
droite  S7ir  Pj  e^  P,. 

*»*.  !Vo(aUoii!4.  Nous  marquerons,  comme  pour  le  point,  la  projection 
oblique  d'une  droite  par  la  lettre  que  porte  cette  droite  dans  l'espace,  accom- 
pagnée de  la  lettre  0  placée  comme  indice. 

[Clo 

Ainsi  !      sont  les  projections  obliques  sur  Pj  de  la  droite  a  de  l'espace 
'a'o 

qui,  orthogonalement,  se  projette  en  a'  sur  P,. 

Différentes  positions  de  la  droite  par  rapport  au  plan  de  figure, 
à  la  directrice  et  au  plan  Pj. 


Si  la  droite  n'est  pas  inclinée  par  rapport  aux  deux  plans  de  projec 
parallèle 
normale 
parallèle 
normale 
parallèle 

normale     \  '"'  / 

parallèle  â  la  directrice 


EUe  peut  être 


au  plan  de  figure  Pi 
au  plan  de  projection  P» 
l'axe  de  projection 


1   à  l'a 
a  dirt 


située  dans 

située  sur  Vaxe  de  projection 


ion, 

.  I. 

.  n. 

.  m. 

.  rv. 

.  V. 

.  VI. 

.  VTI. 


vm. 

EX. 
X. 
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155.  Droite  parallèle  au  plan  de  figure  Po  (Ep.  93).  Une 

droite  e  i)arallèU  à  P.>  a  sa  projection  ollique  e'o  parallèle  à  Vaxe. 

En  effet,  les  plans  projetants  obliques  de  é  et  de  la  droite  e 
coupent  P2  suivant  e\  parallèle  à  l'axe,  et  e^  parallèle  à  e  et  en  même 
temps  a  é\ 

Réciproquement.  Si  des  deux  projections  oUiqices  Co  et  e'o  d'une 
droite  e,  e'o  est  parallèle  à  Vaxe,  la  droite  e  de  l'espace  est  parallèle  au 
plan  Pj. 

En  effet,  le  plan  projetant  mené  suivant  e'o  rencontre  Pj  suivant 
e'  parallèle  à  l'axe;  la  droite  e  de  l'espace,  ayant  sa  projection  ortho- 
gonale e  sur  P,  parallèle  à  l'axe,  est  parallèle  à  Po. 

156.  Droite  normale  au  plan  de  figure  (Ep.  94).  Toute  droite 
normale  au  flan  de  figure  Pg  a  ses  deux  projections  obliques  sur  ce 
plan  parallèles  à  la  direction  de  la  fuyante. 

En  effet,  les  deux  plans  projetants  obliques  de  e'  et  de  e  devien- 
nent des  plans  projetants  orthogonaux  de  deux  droites  parallèles  à 
la  directrice. 

Réciproquement.  Si  les  deux  projections  oUiques  Co  et  e'o  d'une 
droite  e  so7it  parallèles  à  la  fuyante,  la  droite  e  de  V  espace  est  perpen- 
diculaire à  Pj  (Fig.  95). 

On  démontrera  (157)  que,  si  les  deux  projections  obliques  eo  et 
e'o  d'une  droite  e  sont  parallèles,  cette  droite  est  parallèle  à  Pj,  donc 
à  sa  projection  orthogonale  e'  sur  Pj.  Démontrons  donc  que  e'  est 
perpendiculaire  à  l'axe  et  nous  aurons  prouvé  que  e  est  perpendicu- 
laire à  Pg. 

Or,  pour  retrouver  g',  il  suffit  de  mener,  par  e'o,  un  plan  parallèle 
k  d  et  d'eu  déterminer  la  trace  sur  Pj.  Comme  ce  plan  contient  une 
droite  parallèle  à  d  et  une  autre  e'o  parallèle  à  d",  il  sera  parallèle 
au  plan  projetant  orthogonal  de  d  sur  P2,  par  suite  sa  trace  e'  sera 
normale  à  l'axe. 

157.  Droite  parallèle  à  Pj  (Ep.  96).  Une  droite  parallèle  à  Pj 
a  ses  deîix  p)rojeclions  oUiques  parallèles. 

En  effet,  la  droite  e  parallèle  à  Pj  est  également  parallèle  à  e'. 
Les  projections  obliques  eo  et  e'o  de  ces  deux  droites  e  et  e'  sont  donc 
parallèles. 
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Réciproquement.  Si  les  deux  projections  oUiqnes  c^  et  e\  d'une 
droite  sont  parallèles,  cette  droite  est  parallèle  à  Pj. 

En  effet,  la  droite  e  et  la  projection  e'  sur  Pj  sont  situées  dans 
un  plan  normal  à  P,,  le  plan  projetant  de  e  sur  Pi;  ces  deux  droites 
résultent  de  l'intersection  de  deux  plans  projetants  obliques  et  pa- 
rallèles avec  ce  même  plan  orthogonal  à  Pj.  Ces  droites  sont  donc 
parallèles,  et  comme  e'  est  dans  P,,  e'  sera  parallèle  Ti  ce  plan. 

158.  Droite  normale  au  plan  Pi  (Ep.  97).  Toute  droite  e  nor- 
male àVi  a  sa  projection  oblique  Cq  normale  à  Vaxe  et  sa  projection  e'o 
se  réduisant  à  un  point  situé  sur  Cq  ou  sur  son  prolongement. 

La  droite  e  perpendiculaire  à  Pi  sera  parallèle  à  Pg,  et  aura, 
comme  telle,  sa  projection  ^o  parallèle  à  é\  donc  normale  à  l'axe.  La 
projection  e'o  ne  peut  être  qu'un  point  de  Co  ou  de  e^  prolongé,  puis- 
que e'  n'est  qu'un  point  situé  sur  e  ou  sur  son  prolongement. 

La  réciproque  est  traie.  Elle  est  démontré  comme  au  §  155. 

159.  Droite  parallèle  à  l'axe  de  projection  (Ep.  98).  Une 
droite  parallèle  à  Vaxe  de  projection  a  ses  deux  jjrojections  obliques 
parallèles  à  cet  axe,  et  réciproquement. 

En  effet,  la  droite  e,  parallèle  à  l'axe,  est  parallèle  à  Pi  et  par 
suite  ses  deux  projections  obliques  Co  et  e\  sont  parallèles.  Comme 
la  droite  e  est  également  parallèle  au  plan  de  figure  (155),  e"  et  Co 
seront  parallèles.  Donc  eo  et  e'o  sont  parallèles  à  e",  donc  à  l'axe. 

Pour  démontrer  la  réciproque,  voir  les  §§  155  et  157. 

160.  Droite  normale  à  l'axe  de  projection  (Ep.  99).  Une 
droite  normale  à  Vaxe  a  ses  deux  projections  obliques  qîii  concourent  en 
un  point  de  cet  axe;  la  projection  e'o  à  la  direction  de  la  fuyante,  et  la 
projection  Cq  est  située  dans  Vangle  complémentaire  de  celui  que  fait  e\ 
avec  l'axe. 

En  effet,  la  droite  e  rencontrant  l'axe,  aura  ce  point  de  ren- 
contre qui  appartiendra  aux  deux  projections  obliques  Co  et  e'o.  Puis- 
que e  est  perpendiculaire  à  l'axe,  e'  le  sera  également  et  e\  sera 
parallèle  à  la  direction  de  la  fuyante  (156).  D'un  autre  côté,  la  droite 
e,  normale  à  l'axe  et  considérée  dans  le  premier  dièdre,  aura  pour 
positions  limites  ses  projections  orthogonales  e"  et  e'.  La  projection 
eo  aura  par  conséquent  pour  positions  extrêmes  e"  et  la  fuyante,  qui 
sont  respectivement  les  projections  obliques  de  e"  et  e'. 
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Réciproquement.  Si  les  deux  projections  oUiques  d'une  droite  e 
concourent  en  un  ^mnt  de  Taxe,  et  si  la  ])rojection  e\  a  la  direction  de 
la  fuyante,  cette  droite  e  sera  normale  à  Vaxe. 

En  effet,  puisque  e'o  est  parallèle  à  la  fuyante,  e'  sera  perpendi- 
culaire à  l'axe  (156).  La  droite  e  de  l'espace  est  donc  située  dans  un 
plan  normal  à  l'axe  et  qui  a  c'  pour  trace-projection.  D'un  autre 
côté,  toutes  les  projections  se  rencontrant  sur  l'axe,  la  droite  e  le 
coupera  également  et  sera  par  conséquent  normale  à  cette  ligne. 

161.  Droite  parallèle  à  la  directrice.  (Ep.  100).  Toute  droite 
e  parallèle  à  la  directrice  a  poiw  projection  ollique  sur  P^  un  point  Cq. 

La  projection  e'o  est  une  perpendiculaire  à  l'axe  et  passe  par  le 
point  ^o- 

162.  Droite  située  dans  Pj  (Ep.  101).  Une  droite  e  située  dans 
Pi  a  ses  deux  projections  obliques  e^  et  e'o  qui  se  confondent  pour  former 
une  projection  double,  laquelle  concourt  en  un  point  de  Vaxe  avec  la 
droite  de  l'espace. 

163.  Droite  située  dans  Ps-  Une  droite  située  dans  Pg  est  elle- 
même  sa  2)rojection  oblique. 

164.  Droite  située  sur  l'axe.  Une  droite  située  sur  Vaxe  est 
elle-même  sa  projection  oblique. 

Représentation  et  détermination  du  plan. 

165.  Problème.  Un  2)1  an  étant  représenté  par  ses  deux  traces  T, 
et  Tg  sur  deux  plans  rectangulaires  Pi  et  Pg,  trouver  sa  représentation 
sur  un  plan  de  figure  Pg  à  Vaide  des  projections  obliques. 

Solution  (Ep.  102).  Un  plan  est  suffisamment  représenté  et 
déterminé  dans  n'importe  quel  système  de  projections,  si  deux 
droites  de  ce  plan  sont  représentées  et  déterminées  dans  ce  système. 

Comme  on  connaît  les  deux  traces  T^  et  Ti  du  plan  T,  ce  der- 
nier plan  sera  suffisamment  représenté  et  déterminé  en  projections 
obliques  par  les  projections  obliques  de  Tj  et  Ti.  Or  Tg  est  elle-même 
sa  projection  oblique  et  celle  de  Tj,  sera  Tio,  droite  qui  concourt 
avec  Tg  sur  l'axe  de  projection. 
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Nommons  To  et  T,o  les  deux  traces  ohlifjues  du  plan.  Nous 
voyons  que  : 

Zes  deux  traces  obliques  To  et  Tj,,  d^ un -plan  T  concourent  sur  Taxe 
de  'projection  au  point  de  concours  des  traces  Tj  et  Tg,  et  que  la  traee 
oblique  To  se  confond  avec  la  trace  Tg. 


Des  différentes  positions  du  plan  par  rapport  à  la  directrice  et  aux 
deux  plans  de  projection  Pi  et  P^. 


P. 
P. 

l'axe 


parallèle  à 

Un  plan  qui 
n'est  pas  obliquej  perpendiculaire  à 
par  rapport  à 
Pi  et  Pî  peut  être] 


parallèle  à  la  directrice 


P.     ......     . 

P» 

l'axe 

seule 

et  perpendiculaire  à  P, 


I. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

VIII. 


et  à  l'axe IX. 

et  perpendiculaire  à  P,    .    .    X. 

166.  Plan  parallèle  à  Pj  (Ep,  103).  Un  plan  parallèle  à  Pj  n'a 
çîc'une  trace  To  parallèle  à  l'axe  de  frojection,  et  réciproquement. 

167.  Plan  parallèle  à  P^  (Ep.  104).  Un  plan  parallèle  à  Pg  n'a 
qu'une  trace  oblique  "Y ^^^  parallèle  à  Taxe,  et  réciproquement. 

168.  Plan  parallèle  à  l'axe  de  projection  (Ep.  105).  Tout 
plan  parallèle  à  Taxe  a  ses  deux  traces  obliques  To  et  Tio  parallèles  à 
Vaxe,  et  réciproquement. 

Si  le  plan  est  en  même  temps  parallèle  à  la  directrice,  les  deux 
traces  se  confondent  et  forment  une  trace- double  parallèle  à  l'axe. 

169.  Plan  perpendiculaire  à,  Pj  (Ep.  106).  Un  plan  perpendi- 
culaire à  Pi  a  sa  trace  To  normale  à  Vaxe^  et  récif  roquernent. 

170.  Plan  perpendiculaire  à,  Pj  (Ep.  107).  Un  plan  perpendi- 
culaire à  Pg  a  sa  trace  Tiq  parallèle  à  la  direction  des  fusantes,  et  ré- 
ciproquement. 
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171.  Plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  projection  (Ep.  108). 

Un  plan  normal  à  Vaxe  de  projection  a  sa  trace  To  normale  à  Vaxe  et 
sa  trace  T,o  parallèle  à  la  fv^yante,  et  réciproquement. 

Un  tel  plan  est,  en  effet,  normal  à  la  fois  à  Pi  et  à  Pg. 

172.  Plan  parallèle  à  la  directrice  (Ep.  109).  Un  plan  pa- 
rallèle à  la  directrice  a  ses  deux  traces  ohliques  qîii  coïncident  et  qui 
forment  la  trace-projection  oblique  de  ce  plan,  et  réciproquement. 

Cette  trace -projection  est  la  trace-douhle  du  plan. 

173.  Plan  parallèle  à  la  directrice  et  normal  à  P,.  (Ep.  110). 
La  trace-doullc  d^un  tel  plan  est  normale  à  l'axe  de  projection. 

La  réciproque  est  vraie. 

174.  Plan  parallèle  à  la  directrice  et  à  Taxe  de  projec- 
tion (Ep.  111).  La  trace-doulle  d'un  tel  plan  est  parallèle  à  Vaxe  de 
projection,  et  réciproquement. 

175.  Plan  parallèle  à  la  directrice  et  normal  à  Pg.  (Ep.  112). 
La  trace-doulle  de  ce  plan  est  parallèle  à  la  direction  de  la  fuyante,  et 
réciproquement. 


Des  différentes  positions  que  deux  droites  peuvent  avoir  entre  elles. 


être  parallèles I. 

à  angle  droit II. 

sous  un  angle  quelconque    .    .  III. 

se  croiser IV. 


176.  Droites  parallèles  (Ep.  113).  Si  deux  droites  e  et  f  sont 
parallèles,  les  projections  obliques  de  mêtne  nom  sont  parallèles,  et  réci- 
proquement. 

En  effet,  les  projections  eo  et/o  sont  l'intersection  du  plan  Pj  avec 
deux  plans  projetants  parallèles  menés  par /et  e. 

De  même,  les  projections  orthogonales  e'  et/'  étant  parallèles, 
les  deux  projections  obliques  e'o  et/'o,  le  sont  également. 

177.  Droites  qui  se  coupent  (Ep.  114).  Si  deux  droites  se  cou- 


Deux  droites  peuvent  )      se  couper 
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pent,  les  projections  olUques  de  même  nom  se  cowpent  e)i  des  points  qui 
sont  unis  par  ?<7ie  perpendiculaire  à  l'axe  de  projection,  et  réciproquement. 

Le  point  de  rencontre  a  des  deux  droites  appartient  à  chacune 
d'elles  et  doit,  par  conséquent,  se  projeter  obliquement  sur  chacune 
des  proportions  obliques  de  même  nom  des  deux  droites. 

Remarque.  La  longueur  «o  (l'o  qui  sépare  les  deux  projections 
obliques  du  point  a  est  égale  à  la  première  ordonnée  de  ce  point. 

178.  Droites  perpendiculaires.  La  simple  inspection  des  pro- 
jections obliques  de  deux  droites  qui  se  coupent  ne  peut  donner  des 
caractères  desquels  on  puisse  déduire  la  valeur  de  Tanglo  sous  le- 
quel les  deux  droites  se  rencontrent. 

179.  Droites  qui  se  croisent  (Ep.  115).  Si  deux  droites  se 
croisent ,  leurs  projections  obliques  ne  possèdent  aucune  des  pro- 
priétés qui  caractérisent  des  droites  parallèles  ou  des  droites  qui  se 
coupent. 

Par  suite  :  Les  projections  de  même  nom  de  ces  droites  ne  sont 
pas  parallèles,  et  les  points  de  rencontre  de  ces  projections  ne  se 
trouvent  pas  sur  une  normale  à  Taxe  de  projection. 


Des  différentes  positions  d'une  droite  à  l'égard  d'un  plan. 


i  située  dans         ( I- 
parallèle  à         \   un  plan  donné.    .    ,    .    .     .  II. 
normale  à           [ HI- 


180.  Droite  située  dans  un  plan  (Ep.  116).  Une  droite  située 
dans  un  plan  a  les  projections  olliques  de  ses  traces  sur  les  traces 
olliques  de  même  nom  du  plan. 

C'est  ainsi  que  la  trace  Co  de  la  droite  sera  située  sur  la  trace  To 
du  plan  T,  et  la  trace  Vo  sur  la  trace  Tjq. 

Cas  particuliers.  L  Si  la  droite  e  du  plan  T  est  parallèle  à  Pg, 
sa  projection  Co  sera  parallèle  à  To,  sa  projection  e'o  sera  parallèle  à 
l'axe  et  passera  par  le  point  Vo  ou  Co  coupe  Tio  (Ep.  117). 
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Ce  point  Vc,  sera  Tunique  trace  oblique  de  cette  droite  (152). 

II.  Si  la  droite  e  du  plan  T  est  parallèle  cà  P,  (Ep.  118],  sa  pro- 
jection oblique  è'o  sera  parallèle  à  Tj.,;  la  projection  <?„  sera  égale- 
ment pai-allèle  h  e'^  donc  à  T,,,  et  l'unique  trace  oblique  «o  de  cette 
droite  sera  située  sur  la  trace  T  du  plan. 

181.  Droite  parallèle  à  un  plan.  La  simple  inspection  des 
projections  oblii^ues  de  la  droite  et  des  traces  obliques  du  plan  ne 
suffit  pas  pour  reconnaître  le  parallélisme  de  la  droite  et  du  plan. 

182.  Droite  normale  à  un  plan.  L'inspection  des  projections 
obliques  de  la  droite  et  des  traces  obliques  du  plan  ne  donne  aucun 
caractère  pour  reconnaître  si  la  droite  est  normale  au  plan  donné. 


Des  différentes  positions  que  deux  plans  peuvent  avoir  entre  eux. 


sont  parallèles I 

Deux  plans  l  ,     (  quelconque.     ...  II 

I  se  coupent  sous  un  angle  •    ,    .^  „, 

r  {  droit III 


183.  Plans  parallèles  (Ep.  119).  Deux  plans  parallèles  ont  les 
traces  obliques  de  même  nom  parallèles^  et  réciproquement. 

En  effet,  les  traces  To  et  So  des  deux  plans  parallèles  T  et  S 
sont  le  résultat  de  l'intersection  de  Pg  avec  ces  deux  plans. 

Les  traces  Ti  et  Si  sur  Pj  étant  parallèles,  les  projections  obli- 
ques Tio  et  Sio  de  ces  lignes  le  sont  également. 

184.  Plans  non  parallèles.  Si  deux  plans  se  coupent,  les  traces 
de  même  nom,  en  ijénéral,  se  coupent. 

Cas  particuliers.  I.  Si  les  traces  sur  Pg  des  deux  plans  S  et  T 
sont  parallèles,  et  que  les  traces  Sjo  Tio  se  coupent,  les  deux  plans  se 
coupent  suivant  une  droite  parallèle  à  P,,  donc  aux  traces  parallèles, 
et  passant  par  le  point  de  rencontre  des  traces  Sio  et  Tjo  (Ep.  120). 

La  droite  d'intersection  /  des  deux  plans  passera  par  «^,  point 
de  rencontre  des  traces  Sio  et  Tio. 

IL  Si  ks  deux  traces  Sio  et  Tio  des  deux  plans  S  et  T  sont  pa- 
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rallèlcs,  et  que  les  traces  So  et  To  se  coupent,  les  deux  plans  se 
coupent  suivant  une  droite  parallèle  à  P,,  donc  parallèle  aux  traces 
S,o  et  Tio,  et  passant  par  le  point  de  rencontre  des  traces  non  paral- 
lèles lEp.  120). 

La  droite  d'intersection /des  deux  plans  passera  par  le  point  a 
et  sera  parallèle  aux  deux  traces  8,0  et  T,„. 

185.  Plans  perpendiculaires.  On  ne  peut  reconnaître,  à  la 
simple  inspection  des  traces  de  deux  plans,  la  valeur  de  l'angle  sous 
lequel  ces  plans  se  coup  nt.  Toutefois  nous  distinguons  les  cas  par- 
ticuliers suivants  : 

I.  Cas.  Si  les  deux  plans  ^  etT  sont  perpendiculaires  à  Pj,  l'angle 
des  traces  obliques  So  et  To  sera  l'angle  plan  correspondant  du  dièdre 
de  ces  deux  plans.  Les  traces  S,o  et  Tjo  seront  des  fuyantes  (Ep.  122). 

II.  Cas.  Si  deux  plans  S  et  T  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
et  si  Vun  des  deux,  le  plan  T,  est  normal  à  Pg,  les  traces  So  et  To  se 
rencontrent  sous  un  angle  droit  ;  la  trace  Tjo  sera  parallèle  à  la 
fuyante  et  la  trace  Sio  est  quelconque  (Ep.  123). 


I 


Chapitre     II. 


Problèmes.  —  Applicatious. 


186.  Premier  problème  fondamental.  Etant  données  les  pro- 
jections olUqv.es  d'iine  droite,  construire  les  projections  obliques  des 
traces  de  cette  droite  sur  Pj  et  Po.  (Voir  §§  152  et  153). 


Applications. 


187.  Problème  I.  Par  un  point  situé  sur  la  trace  To  d'un  plan 
T,  mener  une  droite  parallèle  à  la  trace  Tio. 

Solution  (Ep.  124).  Le  point  a  donné  sur  To  est  un  point  de  Pg, 
donc  «o  est  sur  To  et  a^^  sur  l'axe  de  projection. 

La  droite  demandée  devant  être  parallèle  à  la  trace  Ti,  et  par 
suite  à  Pj,  aura  ses  deux  projections  e^,  et  e\  parallèles  entre  elles  et 
à  T.o  (157). 

188.  Problème  II.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  normal 
à  Pp  ^;««'^  un  plan  normal  à  Pj. 

L  Plan  normal  à  Pj  (Ep.  125).  Le  plan  demandé  aura  sa  trace 
To  normale  à  l'axe.  Cette  trace  doit  passer  par  la  trace  a^  de  la 
droite.  La  trace  Tjo  du  plan  devant  passer  par  la  trace  Vo  de  la 
droite  et  rencontrer  To  sur  l'axe,  se  confondra  avec  la  projection  d'o 
de  la  droite. 

Remarque,  d'  est,  en  cfièt,  la  trace  sur  Pj  du  plan  demandé. 

IL  Plan  normal  à  V^  (Ep.  126).  La  trace  T,o  passera  par  la 
trace  de  même  nom  h',,  de  la  droite  et  sera  parallèle  à  la  fuyante. 
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La  trace  T,,  est  cU'tcrminée  par  le  point  m.  et  par  la  trace  a„  de  la 
droite. 

189.  Problème  III.  J'cri/er  si  nue  droite  donnée  est  située  dans 
un  plan  donné. 

Solution.  Si  la  droite  est  dans  un  plan  donné,  les  projections 
obliques  des  traces  de  la  droite  sont  situées  sur  les  traces  obliques 
de  même  nom  du  plan. 

190.  Problème  IV.  Térijier  si  un  ])oint  donné  est  situé  dans  un 
plan  donné. 

Solution  (Ep.  127).  Par  le  point  donné  a,  on  mène  une  droite 
parallèle  à  la  trace  T„  du  plan  donné  T,  donc  à  une  droite  de  ce 
plan.  Si  la  projection  oblique  de  la  trace  de  cette  droite  sur  P, 
se  trouve  sur  la  trace  Tjo  du  plan,  la  droite  et  par  suite  le  point  a 
sont  dans  le  plan  donné. 

191.  Problème  V.  Vérifier  si  une  droite  donnée  est  parallèle  à 
un  plan  donné. 

Solution.  Par  un  point  pris  dans  le  plan,  on  mène  une  droite 
parallèle  à  la  droite  donnée.  Celle-ci  sera  parallèle  au  plan  si  la 
parallèle  se  trouve  dans  le  plan. 

Solution  graphique  (Ep.  128).  Prenons  un  point  a  sur  la  trace 
To  du  plan  et,  par  ce  point,  menons  la  droite  parallèle  à  c.  Nous 
construirons  la  trace  V^  de  cette  droite  auxiliaire  ;  si  l'o  est  sur  Tio, 
la  droite  auxiliaire  est  dans  le  plan  T  et  la  droite  donnée  e  sera  pa- 
rallèle cà  ce  plan. 

192.  Problème  VI.  Par  deux  droites  qni  se  coupent,  faire  passer 
un  plan. 

Solution  ^Ep.  129).  On  construit  les  projections  obliques  des 
traces  de  chacune  des  deux  droites  données  d  et/. 

Le  plan  demandé  devant  passer  par  ces  deux  droites,  les  traces 
To  et  Tjo  de  ce  plan  passeront  par  les  projections  obliques  des  traces 
de  même  nom  des  deux  droites. 

Vérification.  Les  traces  To  et  Tjo  du  plan  obtenu  se  coupent 
sur  l'axe. 

193.  Problème  VII.  Mener  un  plan  par  deux  droites  qui  se 
coupent  et  dont  Vv/ne  est  parallèle  à  Pj  et  Vautre  au  plan  de  figure  Pj. 
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Solution  (Ep.  130).  Ou  déterminera,  comme  dans  le  pj-oblème 
précédent,  les  projections  obliques  des  traces  de  chacune  des  deux 
droites.  Les  traces  du  plan  passeront  par  les  projections  obliques 
des  traces  de  même  nom. 

Dans  ce  cas  particulier,  la  droite  e  parallèle  à  Pi  n'a  qu'une 
seule  trace,  sa  trace  (iç,  sur  P,  ;  la  droite  /  parallèle  à  V^  n'a  qu'une 
trace  également,  sa  trace  V^  sur  Pj. 

La  trace  T^,  passera  donc  par  l'o  et  sera  parallèle  à  e'^,  puisque 
la  droite  e  du  plan  ï  est  parallèle  à  Pj.  La  trace  To  passera  par  a^  et 
par  le  point  de  rencontre  S  de  la  traça  Tjo  avec  l'axe. 

Vérification.  Comme  la  droite /du  plan  T  est  parallèle  à  Po,  la 
trace  To  de  T  sur  Pj  doit  être  parallèle  à  la  projection /o  de/ sur  l\. 

194.  Problème  VIII.  Par  deux  droites  parallèles,  faire  passer 
un  plan. 

Solution  (Ep.  131).  On  détermine  les  projections  obliques  des 
traces  de  chacune  des  deux  droites  parallèles.  Les  traces  du  plan 
passeront  par  les  projections  obliques  des  traces  de  même  nom  des 
droites. 

Vérification.  Les  deux  traces  To  et  Tjo  ainsi  déterminées  se 
coupent  sur  l'axe. 

195.  Problème  IX.  Par  trois  jioints  non  en  ligne  droite,  faire 
passer  un  'plan. 

Solution.  Par  les  points  m  et  n,  on  fait  passer  une  droite  ;  par 
les  points  m  et  p,  on  fait  passer  également  une  droite.  Ces  deux 
droites  se  coupent  en  m  et  déterminent  un  plan  dont  on  construira 
les  traces. 

2™°  Solution.  On  joint  les  deux  points  m  et  n  par  une  droite; 
par  p,  ou  mène  une  droite  parallèle  à  mn,  ces  deux  droites  mn  et  mp 
déterminent  le  plan. 

196.  Problème  X.  Par  un  point  et  une  droite,  faire  passer  un 
plan. 

Solution.  Par  le  point,  on  mène  une  droite  parallèle  Ji  la  droite 
donnée;  les  deux  droites  déterminent  le  plan. 

197.  Problème  XI.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  paral- 
lèle à  une  autre  droite  donnée. 
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Solution.  Par  un  point  de  hi  première  droite,  on  mène  une 
droite  }KualK'le  à  la  deuxième.  Ces  deux  droites  déterminent  le 
plan. 

198.  Problème  XII.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  pa- 
rallèle à  Vaxe  de  projection. 

Solution.  Les  traces  T^  et  T,o  du  plan  demandé  sont  parallèles 
à  l'axe  et  passeront  par  les  traces  de  même  nom  de  la  droite  donnée. 

199.  Problème  XIII.  Par  un  imnt  donné,  mener  un  plan  paral- 
lèle à  deux  droites  do)inées  e  et  /. 

Solution.  Par  le  point  donné,  on  mène  une  droite  paî'allèle  à/ 
et  une  autre  parallèle  à  e.  Ces  deux  droites  se  coupent  au  point 
donné  et  déterminent  le  plan  demandé  (192). 

200.  Problème  XIV.  Par  un  point  donn,é,  mener  un  plan  paral- 
lèle à  un  plan  donné. 

Solution  (Ep.  132).  Par  le  point  donné  m,  on  mène  une  droite 
parallèle  à  une  droite  du  plan  donné.  Le  plan  demandé  contiendra 
cette  droite  ;  ses  traces  sont  parallèles  aux  traces  de  même  nom  du 
premier  plan  et  passeront  respectivement  par  les  projections  obliques 
des  traces  de  même  nom  de  la  droite. 

Dans  l'épure,  nous  avons  pris  pour  droite  auxiliaire  une  droite 
parallèle  à  la  trace  To  du  plan  donné.  Cette  droite  n'a  qu'une  trace 
Vo  par  laquelle  passera  la  trace  Sio  parallèle  à  Tjo  La  trace  So  sera 
parallèle  à  To  et  rencontrera  S,o  sur  l'axe  de  projection. 

201.  Problème  XV.  Etant  donnés  un  plan  et  l'une  des  projec- 
tions oUiques  d'une  droite  située  dans  ce  plan,  construire  Vautre  pro- 
jection de  cette  droite. 

P  On  donne  la  projection  Co  de  la  droite  e  (Ep.  133). 

Solution.  La  trace  «„  de  la  droite  sur  Pg  se  trouve  sur  la  trace 
To  du  plan.  La  projection  e'o  de  la  droite  passera  par  la  projection 
oblique  de  la  trace  l'o,  située  sur  Ti,^,  et  par  le  pied  de  la  normale 
abaissée  de  «„  sur  l'a^e  (152,. 

2"  On  donne  un  plan  T  et  la  jy/'ojection  e'o  de  la  droite  (Ep.  134). 

Solution.  On  prolonge  e'o  jusqu'à  Taxe,  La  normale  élevée  en 
ce  point  à  l'axe  rencontre  To  au  point  a^,  trace  de  e  sur  P^.  Comme 
la  trace  h'o  de  la  droite  est  située  sur  eo,  on  n'a  qu'à  unir  «o  et  I'q 
pour  avoir  eo. 
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202.  Problème  XVI.  Etant  donnés  un  pïaa  et  la  projection  m^ 
d'un  point  m  situe'  dans  ce  plan,  construire  la  projection  m\  de  ce  point. 

Solution  (Ep.  135).  Par  w,,  ou  mène  une  droite  parallèle  à  T.. 
Cette  droite  auxiliaire  sera  la  projection  oblique  e^  sur  Pg  d'une 
droite  e  du  plan  T,  parallèle  à  To  et  menée  par  m.  La  projection  éo 
de  cette  droite  sera  parallèle  à  l'axe  et  devra  passer  par  le  point  de 
rencontre  l\  de  ^o  sur  Tj»,  projection  oblique  de  la  trace  de  la  droite 
auxiliaire  e  sur  Pj. 

La  projection  ««'o  demandée  sera  sur  e\  et  sur  la  normale  abais- 
sée du  point  tiIq  sur  Taxe  de  projection. 


203.  Deuxième  problème  fondamental.  Etant  données  la  trace 
dhine  droite  sur  Pg  ainsi  que  la  projection  ohlique  de  sa  trace  sur  V^, 
construire  les  j^fojections  oUiques  de  cette  droite. 

Solution  (Ep.  136).  On  sait  (151)  que  la  trace  «o,  aussi  bien 
que  la  projection  Vq  de  la  trace  V,  se  trouvent  sur  la  projection  e'o 
de  la  droite  demandée. 

La  projection  Co  passera  par  Vq  et  par  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  a^  sur  l'axe. 


204  Troisième  problème  fondamental.  Construire  les  projec- 
tions obliques  de  la  droite  dlntersection  de  deux  plans. 

Solution  (Ep.  137).  La  trace  a^  sur  Pg  de  la  droite  d'intersec- 
tion e  de  deux  plans  T  et  S  se  trouvera  à  l'intersection  des  deux 
traces  To  et  So. 

La  projection  oblique  Vo  de  la  trace  de  e  sur  P^  se  trouvera  au 
point  d'iotersection  des  projections  obliques  Tjo  et  Sjo  des  traces  des 
deux  plans  surPj. 

Etant  données  actuellement  les  projections  obliques  des  traces 
de  la  droite  e,  celle-ci  se  construira  k  l'aide  du  problème  précédent. 

Cas  particulier  facile.  Si  l'un  des  deux  plans  est  parallèle  à  la 
directrice,  il  n'aura  qu'une  trace-double  qui  sera  la  projection  oblique 
de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  sur  Pj. 
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Cas  embarrassants.  Si  Ton  ne  possède  pas  les  trac:s  obliques 
des  deux  plans  ou  de  Tuu  d'eux  ou  bien  si,  tout  en  les  possédant,  on 
ne  peut  s'en  servir,  la  solution  générale  précédente  devient  emliar-r 
rassante. 

Dans  un  tel  cas,  on  se  sert  de  la  solution  suivante  : 

On  coupe  chacun  des  deux  plans  par  une  série  de  plans  auxi- 
liaires parallèles,  qui  donnent  /acilemedl  leur  intersection  avec  cha- 
cun des  plans  proposes . 

Un  premier  de  ces  plans  coupera  le  premier  plan  proposé  S 
suivant  une  droite  e,  et  le  plan  T  suivant  la  droite  /.  Les  deux 
droites/ et  e  situées  dans  le  même  plan  sécant  se  coupent  et  donnent 
un  point  x  de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  T  et  S. 

Un  deuxième  plan  sécant  donnera  un  deuxième  point  y  de  cette 
droite  etc. 

Cette  droite  est  donc  déterminée  ;  plus  on  prendra  de  plans  sé- 
cants auxiliaires,  plus  on  aura  de  points  tels  que  x,  y,  z,  etc.  dont 
l'ensemble  constitue  la  droite  demandée. 


Applications. 


205.  Problème  XVII.  Construire  la  droite  (Tinter section  d'un 
plan  avec  un  autre  j^lan  imrallèle  à  la  directrice. 

Solution  (Ep.  138).  Le  plan  T  parallèle  à  la  directrice  n'a 
qu'une  trace-double  Si„  ToTi,.  Cette  trace  sera  aussi  la  projection 
oblique  ^„  de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans.  La  projection  éo 
passera  par  «',  et  h\, 

206.  Problème  XVIII.  Construire  la  droite  dHntersection  d'un 
plan  avec  un  autre  plan  parallèle  à  la  directrice  et  normal  au  plan  Pj . 

Solution  (Ep.  139).  Le  plan  parallèle  à  la  directrice  et  normal 
à  Pi  a  sa  trace-douljle  normale  à  l'axe  de  projection.  Les  deux  pro- 
jections de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  se  confondent 
avec  cette  trace-double. 

207.  Problème  XIX.  Construire  la  droite  d'intersection  dhm 
plan  avec  un  plan  parallèle  à  la  directrice  et  normal  au  plan  Pj. 
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Solution  (Ep.  140).  La  trace-double  du  plan  T  parallèle  à  la 
directrice  et  normal  à  l\  est  parallèle  à  la  fuyante.  Elle  sera  la  pro- 
jection oblique  Co  de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans.  La  pro- 
jection e'o  se  détermine  comme  au  §  204. 

208.  Problème  XX.  Construire  l'interseciioii  (Vuuplan  avec  un 
flan  'parallèle  à  la  directrice  et  à  Taxe  de  projection. 

Solution  (Ep.  141).  La  trace- double  du  plan  parallèle  à  la  di- 
rectrice et  à  l'axe  est  parallèle  à  l'axe,  et  se  confondra  avec  la  pro- 
jection oblique  Co  de  la  droite  d'intersection  dos  deux  plans.  La 
projection  e'o  se  construira  comme  au  §  204. 

209.  Problème  XXI.  Construire  la  droite  d'intersection  d'un 
plan  quelconque  avec  im  plan  parallèle  à  Pi. 

Solution  (Ep.  142).  La  droite  d'intersection  e  des  deux  plans 
sera  parallèle  à  \\  et  à  la  trace  Tj  du  plan  T.  Les  deux  projections 
Co  et  e'o  sont  donc  parallèles  à  Tio;  Cq  passera  par  ao. 

210.  Problème  XXII.  Construire  la  droite  d'intersection  d'un 
plan  quelconque  avec  un  plan  parallèle  à  Pg. 

Solution  (Ep.  143).  Le  plan  V,  parallèle  à  Pj  est  un  plan  de 
front  ;  il  coupe  le  plan  T  suivant  une  ligne  de  front  /  parallèle  à 
Tq.  La  projection  oblique  /o  de  cette  droite  sera  parallèle  à  To  et 
passera  par  b'o.  La  projection  oblique /'o  passera  également  par  b'o 
et  se  confondra  avec  Vio,  parallèle  à  l'axe  de  projection. 

211.  Problème  XXIII.  Construire  Vintersection  de  deux  plans 
T  et  S  dont  les  traces  olliques  Tjo  et  Sio  sont  parallèles. 

Solution  (Ep.  144).  La  droite  d'intersection  des  deux  plans 
sera  parallèle  à  Pj  et  par  suite  aux  traces  T,  et  Si  des  deux  plans. 

Les  deux  projections  obliques  Co  et  e'o  de  la  droite  d'intersection 
e  seront  parallèles  à  Sio  et  Tjo,  projections  obliques  sur  Pg  des  traces 
Ti  et  Si.  La  projection  e^  de  e  passera  par  a^  et  la  projection  e'^  par  m. 

212.  Problème  XXIV.  Construire  Vintersection  de  deux  plans 
dont  les  traces  sur  V^  sont  2)arallèles. 

Solution  (Ep.  145).  La  droite  d'intersection  e  sera  parallèle 
aux  traces  sur  l\  ;  sa  projection  Co  sera  parallèle  aux  traces  To  et  So, 
sa  projection  e'o  sera  parallèle  à  l'axe  et  les  deux  projections  passe- 
ront par  h'o,  projection  oblique  sur  Pg  de  la  trace  de  e  sur  I^. 

BbEITHOF.   GÉOM.  DESCIUPT.  III.  T 


—    98    — 

213.  Problème  XXV.  Construire  la  droite  d'intersection  de  deux 
plans  perpendiculaires  à  P,. 

Solution  (Ep.  146).  I.a  ligne  d'intersection  e,  ligne  de  front  des 
deux  plans,  et  une  droite  normale  à  Pi  ;  sa  projection  e'o  se  réduit  à 
un  point,  le  point  de  rencontre  b'o  des  deux  traces  S,o  et  Tio. 

214.  Problème  XXVI.  Construire  la  droite  d'intersection  de 
deux  2)1  ans  sans  faire  nsai/e  des  points  de  rencontre  des  traces. 

Solution  (Ep.  147).  On  coupe  (204)  les  deux  plans  T  et  S  par 
une  série  de  plans  parallèles  à  P^  Chacun  de  ces  plans  H,  M,  N,  etc. 
coupera  chacun  des  deux  plans  S  et  T  suivant  une  droite,  l'une  pa- 
rallèle à  la  trace  Si  Tautre  à  Ti. 

Le  point  de  rencontre  u  des  deux  droites  ainsi  fournies  par  H 
sera  un  point  de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  donnés.  Le 
plan  M  donnera  à  son  tour  un  point  j?  de  cette  droite,  etc. 

Vérifications.  1.  Chaque  point  n^  p,  etc.  aura  ses  deux  projec- 
tions obliques  sur  une  normale  à  l'axe  de  projection. 

2.  Ces  points  n,  p,  etc.  sont  en  ligne  droite. 

3.  Cette  droite,  suffisamment  prolongée,  aura  ses  deux  projec- 
tions obliques  qui  concourent  au  point  de  rencontre  Vq  des  traces 
Tio  et  Sio  des  deux  plans. 

4.  Les  points  de  rencontre  a^  et  i'o  des  traces  de  même  nom  des 
deux  plans  sont  les  projections  obliques  des  traces  de  la  droite  d'in- 
tersection. 

Deuxième  solution.  Au  lieu  de  couper  les  deux  plans  par  une 
série  de  plans  parallèles  à  Pi  on  peut  se  servir  d'une  série  de  plans 
de  front  (210). 

215.  Problème  XXVII.  Construire  la  droite  d'intersection  de 
deux  plans  dont  les  traces  se  coupent  toutes  en  un  même  point  de  Vaxe 
de  pjrojection. 

Solution  dans  Tespace.  On  coupe  les  deux  plans  S  et  T  par 
une  série  de  plans  de  front  (210). 

Solution  graphique  (Ep.  148).  Le  plan  de  front  F  coupe  le 
plan  S  suivant  la  ligne  de  front  /,  et  le  plan  T  suivant  la  ligne  de 
front  d.  Les  deux  droites  d  et  /  se  coupent  au  point  h  de  la  ligne 
d'intersection  des  deux  plans.  Le  plan  de  front  F'  donnera  les  deux 
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lignes  de  front//  et  c  lesquelles,  en  se  coupant,  fournissent  le  point 
a  de  la  droite  d'intersection  des  plans  S  et  T  etc. 

Vérifications.  1.  Les  points  a,  h,  etc.  auront  leurs  projections 
obliques  Œq  et  rt'o,  ho  et  V^^  etc.  réunies  par  une  normale  à  Taxe. 

2.  Ces  points  «„,  J,,  etc.  d'un  côte,  et  <?'„,  et  V^  de  l'autre  côté 
sont  en  ligne  droite  avec  le  point  INI,  donc  les  deux  projections 
obliques  de  cette  ligne  aj)^  etc.  et  a'Jj\,  etc.  concourent  eu  M  sur 
l'axe. 

216.  Problème  XXVIII.  Construire  la  droite  cVintersection 
d'un  2^1(1  n  quelconque  avec  un  plan  parallèle  à  Taxe  de  projection. 

Solution  (Ep.  149).  Un  plan  T  parallèle  à  Taxe  a  ses  deux 
traces  obliques  To  et  Tio  parallèles  à  l'axe. 

Le  problème  ne  diffère  pas  du  problème  fondamental. 

La  droite  d'intersection  d  a  les  points  de  rencontre  «o  et  Vo  des 
traces  Vo  et  To  et  des  traces  Vio  et  Tjo  pour  projections  obliques  de 
ses  traces. 

217.  Problème  XXIX.  Construire  la  droite  d'intersection  de 
deux  plans  i:araUèlcs  à  Taxe  de  projection. 

Solution  (Ep.  150).  Les  deux  plans  T  et  S  parallèles  à  l'axe 
ont  leurs  traces  parallèles  à  cet  axe  et  se  coupent  suivant  une  droite 
parallèle  à  cette  ligne. 

On  coupe  les  deux  plans  par  un  plan  quelconque  V. 

On  obtiendra  (216)  deux  droites  d'intersection  situées  dans  le 
plan  V  et  se  coupant  au  point  m. 

C'est  par  ce  point  que  passera  la  droite  d'intersection  d  des 
deux  plans  T  et  S. 


218.  Quatrième  problème  fondamental.  Construire  le  point 
de  rencontre  d'une  droite  avec  un  plan. 

Solution  dans  l'espace.  Par  la  droite  donnée  d,  on  fs^^iit  passer 
un  plan  quelconque  T.  Ce  plan  coupe  le  plan  proposé  suivant  une 
droite,  et  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  droite  d  est  le 
point  où  d  perce  le  plan  V. 

Solution  graphique.  (Ep.  151).  Le  plan  auxiliaire  T  aura  ses 
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traces  obliques  qui  passeront  par  les  projections  obliques  des  traces 
de  même  nom  de  la  droite. 

Vérification.  Les  deux  projections  obliques  r^,  et  r'o  du  point 
obtenu  se  trouvent  sur  une  normale  à  l'axe  de  projection. 

Remarque.  Cas  faciles.  Le  problème  se  simplifie  si  le  plan 
auxiliaire  est  normal  à  Pj  ou  à  Pj. 

Premier  cas.  Le  plan  auxiliaire  mené  par  la  droite  donnée  est 
normal  à  P,. 

Solution  (Ep.  152).  La  trace  Tjo  coïncidera  avec  d'o  et  la  trace 
To  est  normale  à  Taxe  de  projection, 

La  droite  d'intersection  des  plans  V  et  T  a  une  de  ses  projec- 
tions qui  se  confond  avec  ^'o;  l'autre  projection  passe  par  les  points 
do  et  Vo^  points  de  rencontre  des  traces  de  même  nom  des  deux  plans. 

Deuxième  cas.  Le  2)l(i'i  auxiliaire  mené  par  la  droite  donnée  est 
normal  à  Pg. 

Solution  (Ep.  153).  La  trace  Tio  de  ce  plan  passera  par  b'o  et 
sera  parallèle  à  la  direction  de  la  fuyante.  La  trace  To  passera  par  «o 
et  rencontre  la  trace  T,o  sur  l'axe. 

La  droite  d'intersection  des  deux  plans  T  et  V  rencontrera  la 
droite  d  au  point  r^  point  de  rencontre  de  d  avec  V. 


Applications. 


219.  Problème  XXXI.  Construire  le  point  de  rencontre  d'une 
droite  avec  un  plan  normal  à  Pj. 

Solution  (Ep.  154).  Par  la  droite  d,  on  mène  un  plan  perpen- 
diculaire à  Pi. 

On  construit  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  proposé  (213). 
Le  point  de  rencontre  m  de  cette  droite  avec  d  sera  le  point  de  ren- 
contre de  d  avec  le  plan  proposé. 

Remarque.  Les  constructions  graphiques  que  nécessite  ce  pro- 
blème nous  montrent  qu'il  est  inutile  de  faire  passer  le  plan  auxi- 
liaire par  la  droite  donnée.  Il  suffit,  en  effet,  pour  trouver  le  point  m, 


—    101     — 

de  prolonger  la  trace  V,o  tlu  plan  donné  jusqu'à  la  rencontre  de  la 
projection  oblique  d'o  de  la  droite,  le  point  m\  ainsi  obtenu  est  une 
des  deux  projections  obliques  de  m.  L'autre  projection  m^  se  trouve 
sur  do. 

220.  Problème  XXXII.  Construire  VintersecUon  d'un  plan  per- 
pendicîilaire  à  Pi  arec  un  plan  représenté  par  deux  droites  qui  se  coujient, 
sans  construire  les  traces  de  ce  plan. 

Solution  (Ep.  155).  On  construit  le  point  de  rencontre  de  cha- 
cune des  deux  droites  données  d  ai  e  avec  le  plan  proposé  V. 

Les  deux  points  de  rencontre  donnent  la  droite  suivant  laquelle 
les  deux  plans  proposés  se  coupent. 

221.  Problème  XXXIII.  Construire  le  point  de  rencontre  d'une 
droite  avec  un  plan  représenté  par  les  deux  droites  qui  se  coupent  sans 
chercher  les  traces  de  ce  pilan. 

Solution  (Ep.  156).  Par  la  droite  donnée/,  on  fera  passer  un 
plan  normal  à  Pj.  On  construira  le  point  de  rencontre  de  ce  plan 
avec  chacune  des  deux  droites  d  qï  e  qui  constituent  le  plan  donné 
(220).  Ces  deux  points  n  et  s  déterminent  la  droite  suivant  laquelle 
le  plan  auxiliaire  coupe  le  plan  proposé.  Le  point  de  rencontre  x  de 
la  droite  ns  avec  la  droite  d  est  le  point  où  cette  droite  perce  le  plan. 

222.  Problème  XXXIV.  Construire  le  point  de  rencontre  d'une 
droite  avec  un  flan  de  front. 

Solution  (Ep.  157).  Le  plan  de  front  F  rencontre  la  droite 
donnée  d  en  un  point  a,  dont  la  projection  oblique  a\  doit  évidem- 
ment se  trouver  sur  d\  et  sur  l'unique  trace  Fjo  du  plan  de  front. 

223.  Problème  XXXV.  Construire  la  droite  d'intersection  de 
deux  plans  représentés  cliacim  par  deux  droites  qui  se  cottpent  sans 
construire  les  traces  de  ces  j^lans. 

Solution.  On  coupe  les  deux  plans  par  une  série  de  plans  de 
front.  Chacun  de  ces  plans  coupera  chacune  des  droites  en  un  point 
(222)  et  par  suite  chacun  des  plans  proposés  suivant  une  droite. 

Les  points  de  rencontre  de  ces  droites  fournies  par  un  même 
pian  de  front  appartiennent  à  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans. 

Solution  graphique  (Ep.  157).  Le  plan  de  front  F  coupe  le 
plan  déterminé  par  les  deux  droites  e  et  d  suivant  la  droite  hi,  et  le 
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plan  (les  deux  droites /et/;  suivant  la  droite  hn.  Les  deux  droites  7« 
et  hn  se  coupent  au  pointer  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans. 

Le  plan  de  front  G  donne  le  point  y,  etc. 

Ces  points  déterminent  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
et  doivent  par  conséquent  être  en  ligne  droite. 

224.  Problème  XXXVI.  Par  un  2'>oint  donné,  mener  une  droite 
qui  rencontre  deux  autres  droites  non  situées  dans  un  même  plan. 

Solution  dans  lespace.  Par  le  point  donné  a  et  par  l'une  des 
droites  d,  on  mène  un  plan. 

Par  le  point  a  et  par  la  droite  e,  ou  mène  un  plan. 

La  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans  sera  la  droite  de- 
mandée. 

Solution  graphique  (Ep.  158).  Pour  mener  un  plan  par  a  et 
par  la  droite  d,  on  mène  par  a  une  parallèle  à  d.  De  même,  le  plan 
qui  passe  par  a  et  par  e  se  trouvera  déterminé  par  e  et  par  une 
parallèle  à  cette  droite  menée  par  a. 

Les  deux  plans  ainsi  déterminés  se  coupent  suivant  une  droite 
que  l'on  construit  en  coupant  par  une  série  de  plans  de  front  (223). 

Vérifications.  La  droite  obtenue  doit  rencontrer  chacune  des 
deux  droites  données.  11  faut  donc  que,  pour  chacun  de  ces  deux 
points  de  rencontre  V  et  W,  les  projections  obliques  soient  sur  une 
normale  à  l'axe. 

225.  Problème  XXXVII.  Parallèlement  à  une  droite  donnée, 
mener  îC7ie  droite  qui  rencontre  deux  autres  droites  quelconques  non 
situées  dans  un  même  flan. 

Solution  dans  l'espace.  Par  la  première  droite,  on  mène  un 
plan  parallèle  à  la  droite  donnée;  par  la  seconde  droite,  on  mène 
également  un  plan  parallèle  à  la  droite  donnée. 

Ces  deux  plans  se  rencontrent  suivant  la  droite  demandée. 

Vérifications.  Cette  droite  est  parallèle  à  la  droite  donnée  et 
doit  rencontrer  chacune  des  deux  autres  droites  données. 


Chapitre  III. 


Rabattements. 


226.  But  des  rabattements.  Le  but  des  rabattements  des 
figures  planes  projetées  obliquement  est  d'obtenir  une  figure  égale 
à  celle  de  l'espace,  reliée  à  la  figure  projetée  sur  le  plan  de  figure 
par  ses  opérations  graphiques  simples,  qui  permettent  de  passer 
facilement  de  la  figure  projetée  au  rabattement,  et  réciproquement. 

\jQplan  du  rabattement  est  le  plan  de  figure  ou  un  plan  de  front. 

Les  rabattements  des  figures  projetées  obliquement  peuvent 
être  considérés  comme  des  rotations,  ou  être  assimilés  à  des  con- 
structions, par  ordonnées  et  abscisses,  sur  un  axe  commun  au  plan 
de  la  figure  et  au  plan  de  projection,  de  figures  égales  à  celles  de 
l'espace.  Nous  préférons  la  première  méthode,  comme  plus  conforme 
à  l'esprit  de  la  géométrie  descriptive. 

La  théorie  des  rabattements  comporte  quatre  cas  particuliers 
caractérisés  par  la  position  du  plan  de  la  figure  à  rabattre  par  rap- 
port aux  plans  de  projection  Pi  et  P2. 

/    incliné  sur  P,  et  Pt I. 

Le  plan  de  la  figure  à  rabattre   \    normal  à  P, II. 

peut  être  :  ]    normal  à  Pj III. 

\    parallèle  à  P, IV. 

Les  cas  II  et  III  sont  des  cas  particuliers  pouvant  itro  considérés  comme 
des  corollaires  du  cas  général  I. 

liolntioii.s.  Nous  marquerons  le  rabattement  d'un  point  a ,  d'une  droite  d  , 
etc.  de  l'espace  par  les  notations  (a),  [cl)  etc..  comme  nous  l'avons  déjà  fait  pour 
les  rabattements  axonométriques. 
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Premier  cas,  —  Cas  général.  Le  plan  de  la  Jigure  à  rahattre 
est  ollitjue  pu/-  rapport  aux  deux  plans  de  projection  Pj  et  i*^. 


227.  Problème.  Fiant  donnée  la  projection  ohliqne  sur  V^  d'une 
fgure  plane  située  dans  un  plan  quelconque  t  oblique  à  P,  et  à  V^,  con- 
struire le  rabattement  de  celte  figure  sur  Pj. 

Solution  dans  l'espace.  La  trace  t^  sera  prise  pour  axe  de 
rotatiou.  Par  les  points  a  et  J  de  la  ligure  plane,  on  mène,  dans  le 
plan  t,  des  droites  parallèles  à  /,  ;  elles  se  projettent  obliquement 
sur  P,  suivant  des  droites  parallèles  à  t^^  et  rencontrent  l'axe  en 
CetB. 

Le  rabattement  opéré,  ces  droites  passeront  encore  par  B  et  C 
et  seront  parallèles  à  k{m)^  rabattement  ordinaire  de  t^  autour  de  t^ 
sur  Pj. 

Pour  avoir  les  véritables  longueurs  de  ces  droites  rabattues, 
observons  que  les  projections  a^,  bo  des  points  a  et  b  sont  unies  aux 
rabattements  («)  et  {h)  de  ces  points  par  des  parallèles  à  w,(w),  droite 
qui  unit  le  rabattement  {m)  d'un  point  ni  du  plan  i(  à  la  projection 
oblique  w„  de  ce  point.  Cette  droite  {m)m^  a  été  déterminée  lors  de 
la  construction  du  rabattement  ordinaire  de  on  autour  de  t„  sur  Pg  ; 
elle  est  la  projection  oblique  de  la  corde  de  l'arc  que  décrit  le  point 
m  dans  son  mouvement  de  rotation  qu'il  opère  pendant  son  rabat- 
tement. 

Solution  graphique.  (Ep.  159.)  Par  les  points  ao,  b^,  projec- 
tions obliques  sur  Pg  des  différents  points  a,  b,  etc.  de  la  figure  plane, 
on  mène  des  droites  parallèles  à  t^o',  on  arrête  ces  lignes  à  Taxe  de  rota- 
tion aux  points  C,  B,  etc.  Par  ces  derniers  points,  on  mène  des  droites 
parallèles  au  rabattement  (m)k  de  la  trace  t^  autour  de  t^  sur  Pj,"  les 
points  de  rencontre  de  ces  parallèles  avec  des  parallèles  à  (m)m'o  onetiées 
par  les  points  ao,  bo,  etc.  donnent  les  points  {a),  {b),  etc.,  rabattements 
des  points  a,  b,  etc.  de  t  sur  Pg. 

228.  Remarques.  L  Le  rabattement  de  ab  sur  Pg  se  déduit  de 
la  projection  oblique  Uobo  de  ab  sur  Pg  par  trois  séries  de  droites  pa- 
rallèles. 
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IL  La  projection  rt'o^-'o  prolonî^éo  rencontre  Taxe  de  rotation  en 
un  point  x,  qui  est  également  le  point  de  rencontre  du  rabattement 
{a)%  prolongé  avec  cet  axe. 

IIL  La  droite  (w)Wo  est  la  projection  oblique  sur  Po  de  la  corde  de 
l'arc  décrit  par  un  point  m  du  plan  t  dans  son  mouvement  de  rotation. 

IV.  La  droite  [i)i)m  de  l'espace  est  une  normale  au  plan  bissec- 
teur du  dièdre  formé  par  Po  et  le  plan  t  de  la  figure. 

229.  Cas  particulier.  Problème.  Etant  donnée  la  projection 
ohliqne  surVo  d'une  Jiffure  plane  située  dans  un  plan  quelconque,  con- 
struire le  ralattement  de  cette /i(jure  sur  un  plan  de  front.  V intersec- 
tion de  ce  plan  avec  le  plan  t,  une  ligne  de  front  de  ce  pi  a  i  étant  prise 
pour  axe  de  rotation. 

Solution  (Ep.  161).  Ce  cas  particulier  peut  être  résolu  comme 
le  cas  général  (227).  La  simple  inspection  de  la  figure  suffit  pour 
montrer  les  constructions  par  lesquelles  il  faut  passer  pour  arriver 
de  la  projection  a^ba  au  rabattement  {a){h). 

Remarque.  Les  remarques  du  cas  général  s'appliquent  égale- 
ment à  ce  cas  particulier. 

Le  plan  bissecteur  du  dièdre  de  t  et  Pg  étant  parallèle  à  celui 
du  dièdre  de  t  avec  le  plan  de  front/,  les  parallèles  ^"(^),  aj^a)^  etc. 
sont  parallèles  à  mo{m),  projection  oblique  de  la  normale  au  plan 
bissecteur  du  dièdre  {t,  Pg). 

230.  Problème  réciproque.  Etant  donné  le  rabattement  sur  Pj 
d'une  fgure  plane  située  dans  un  plan  oblique  par  rapport  à  Pj  et  Pj, 
construire  la  frojection  oblique  de  cette  figure  sur  Pj.  La  trace  to  du 
plan  de  la  figure  est  prise  pour  axe  de  rabattement. 

Solution  (Ep.  161).  Les  constructions  graphiques  par  lesquelles 
il  faut  passer  pour  arriver  du  rabattement  {a){b)  à  la  projection 
oblique  <ïo^o,  sont  l'inverse  des  constructions  que  nécessitait  le  pas- 
sage de  la  projection  a^bo  au  rabattement  {a){b). 

On  se  servira  également  de  trois  séries  de  droites  parallèles 
comme  au  §  228. 

[a)n,{b)p,  droites  parallèles  au  rabattement  ordinaire  de  la  trace 
t^  sur  Pg",  (rt)rto,  droites  parallèles  à  {m)mo\  nao  et^jJoj  droites  paral- 
lèles à  la  projection  oblique  ti„  de  ^,  sur  P.,. 

7 
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Vérification.  Le  rabattement  {(i)(Ij)  prolongé  rencontre  l'axe  de 
rotation  to  au  point  x.  point  de  rencontre  de  a^K  avec  ce  même  axe. 

231.  Cas  particulier.  Problème  réciproque.  Le  ralattemeiii 
sur  un  plan  de  front  d'une  Jigure  plane  située  dans  un  plan  ohlique  à 
P,  et  Pj  étant  donne,  construire  la  projection  oblique  de  cette  Jigure.  La 
li(/ne  de  front  du  plan  de  la  Jigure  étant  prise  pour  axe  de  rotation. 

Solution.  Les  constructions  grapliiquos,  inverses  de  celles  que 
nécessitait  le  passage  de  la  projection  oblique  au  rabattement,  se 
déduisent  facilement  de  la  simple  inspection  de  l'épure  161. 

KxeroiocM  et  nppllcnlionx. 

Doiluire,  tlu  cas  général  précédent,  les  solutions  des  cas  II  et  III  (a«o). 

ï3«.  l'rolilcinc  I.  Etant  donnée  la  projection  oblique  d'une  figure  plane 
située  dans  un  plan  normal  à  P,,  construire  le  rabattement  de  cette  figure  sur 
P,,  la  trace  du  plan  de  la  figure  sur  P.  étant  prise  pour  axe  de  rotation. 
(Y=35»  ;  p=35°). 

.«ioliifioii  (Ep.  iG2). 

Proltli'iiic  réoiproqnp. 

Cas  parUcHlier  «lu  problème  I.  Opérer  le  rabattement  sur  im  plan  de 
front,  la  ligne  de  front  du  plan  de  la  figure,  trace  du  plan  de  front  sur  le  plan 
de  la  figure,  étant  prise  pour  axe  de  rotation. 

!«OlutiOll  (Ep.  103). 

Pi'olilèiiic  réciproque. 

«  3.1.  Problème  II  Etant  donnée  la  projection  oblique  sur  Pj  d'une  figure 
plane  située  dans  U7iplan  normal  à  Pj,  construire  le  rabattement  de  cette  figure 
sur  Pj.  La,  trace  to  du  plan  de  la  figure  sera  prise  pour  axe  de  rotation. 

^oliidon  (Ep.  «6J). 

Problème  réciproinie. 

Cas  particulier  du  proitléiiie  II.  Opérer  le  rabattement  sur  \m  plan  de 
front,  la  ligne  de  front,  trace  de  ce  pla,n  de  front  sur  le  plan  de  la  figure,  étant 
prise  pour  axe  de  rabattement. 

Problème  réciproque. 


Quatrième  cas.  Le  plan  de  la  figure  à  rabattre  est  parallèle 
au  'plan  Pj . 

234.  Problème.  Etant  donnée  la  projection  oblique  sur  Pg  d'une 
figure  pAune  dont  le  plan  est  parallèle  à  P,,  rabattre  cette  figure  sur  Pg. 
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Oii  donne  cl'  et  d'^  et  le  module  M=3/4. 

Solution  (Ep.  165).  Prenons  la  trace  Ho  du  plan  de  la  figure  à 
rabattre  pour  axe  de  rabattement. 

Dans  le  mouvement  de  rotation  qu'opère  le  plan  de  la  figure  abc 
pour  venir  se  rabattre  sur  Pg,  chacun  des  points  a,  h,  c,  etc.  sera 
toujours  sur  une  normale  à  l'axe  de  rotation,  et  toujours  à  la  même 
distance  de  cet  axo. 

Si,  des  points  a,h  ^i  c  h,  rabattre,  nous  abaissons  des  normales 
sur  Po,  les  projections  obliques  de  ces  normales  prendront  la  direc- 
tion des  fuyantes  passant  par  les  projections  obliques  a^^  h^  et  c^  de 
ces  points,  et  rencontreront  Pj  en  a",  h"  et  c",  points  situés  sur  Ho  et 
qui  resteront  fixes  pendant  le  mouvement  de  rotation. 

Le  rabattement  opéré,  ces  normales  seront  couchées  sur  P2; 
elles  passent  par  a'\  l"  et  c" ,  sont  normales  à  Ho,  axe  de  rabatte- 
ment, et  auront  pour  véritables  longueurs  : 

o;'{a)—\\^l  a"a^=^\z  a"ao\ 

C"(C)=1/M  C"Co=4/3  c"Co. 

La  figure  {a){h){c)  sera  donc  le  rabattement  sur  Pg  de  la  figure  aie 
de  l'espace. 

Construction  graphique.  Poîcr  rabattre  sur  Pg  %ne  figure  i^ilane 
située  dans  \m  lûan  'parallèle  à  Pj^  la  trace  du  plan  de  cette  figure  sur 
P2  étant  frise  pour  axe  de  rabattement ,  il  suffit  de  mener,  p%r  les  diffé- 
rents points  de  la  projection  oblique  de  cette  figure,  des  fuijantes,  de  les 
arrêter  à  Taxe  de  rotation,  d'élezer,  à  cet  axe  et  aux  pieds  des  fuyantes, 
des  normales,  et  de  porter,  sur  ces  normales,  à  partir  de  Vaxe,  des  lon- 
gueurs égales  aux  fuyantes  réduites  dans  le  rapport  de  i/\L  Les  extré- 
mités de  ces  normales  sont  des  pioints  de  la  figure  rabattue. 

235.  Corollaires.  L  L'épure  165  nous  montre  que  Ils  triangles 
{b)b"bo,  {a)a"a^,  {c)c"Co  sont  équiangles  et  semblables,  et  que  les  côtés 
homologues  sont  parallèles.  Il  suit  de  là  que  : 

n.  Le  rabattement  {a){b){c)  a  tous  ses  points  liés  aux  points  cor- 
respondants de  la  projection  oblique  par  wne  série  de  droites  paral- 
lèles, (a)a^,  {b)b„,  {c)c,. 

m.  Le  rabattement  peut  donc  s'obtenir  par  trois  séries  de  droites 
parallèles. 
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IV.  Il  suffira  de  déterminer  le  rabattement  («),  de  «o  pour  avoir 
Ja  direction  (rt)flo  de  la  troisième  série  de  droites  parallèles. 

236.  Cas  particulier.  Problème,  litaitt  donnée  la  projection 
oblique  sur  P^  cfuiiejïgure  plane  dont  le  plan  est  parallèle  à  Pj,  rabat- 
tre cettefgure  sur  nn  plan  de  front.  On  donne  d''  et  M=3/i. 

Solution  (Ep.  166).  La  ligne  de  front  (/  est  prise  pour  axe  de 
rabattement  (234). 

237.  Problème  réciproque.  Etant  donné  le  rabattement  sur  Pg 
ff  une  figure  plane  dont  le  plan  est  parallèle  à  Pj..  relever  cette  Jignre. 
La  trace  Ho  du  plan  de  la  Jignre  sur  Pg  est  prise  pour  axe  et  M^3/-i). 

Solution  (Ep.  165).  Des  sommets  {a),{l)j{c),  etc.  de  la  figure 
rabattue,  on  abaisse  des  normales  sur  Taxe  de  rotation  Hq.  Par  les 
pieds  a",b",c"  etc.  de  ces  normales,  on  mène  des  fuyantes,  a"a^,  b"b^, 
c"Co  etc.  et  Ton  portera  : 

ftX  =  «"(«)•  M  =  3/4ft"(«); 
b"b^  =  b\b).  M  =  zlAV\b)  ; 
c"Co  =  c\c).  M  =  8/4C"(c). 
Les  extrémités  a'',b°,c'^,  etc.  sont  les  projections  obliques  des 
points  a,b,c  etc.  de  Tespace. 

Remarque.  Les  lignes  («)ao,  (^)^o,  {c)Co  etc.  forment  une  pre- 
mière série  de  droites  parallèles  qui,  avec  les  normales  à  Hq  et  les 
fuyantes  forment  trois  séries  de  droites  parallèles  qui  servent  à  pas- 
ser du  rabattement  à  la  projection  oblique  de  la  figure  abc. 

238.  Cas  particulier.  Etant  donné  le  rabattement  sur  un  plan 
de  front  d'une  figure  plane  dont  le  plan  est  parallèle  à  Pj,  construire 
la  projection  oblique  de  cette  fgure  sur  P,  (M^3/4). 

Solution  graphique  (Ep.  167). 


Chapitre    IV. 


Applications.  —  Problèmes. 


239.  Problème  I.  Construire  la  véritable  longueur  cVune  imrtion 
de  droite.—  (y  =  35  ;  P  =45"). 

Solution  dans  l'espace.  La  droite  donnée,  terminée  aux  points 
a  et  c,  se  trouve  dans  un  plan  T  normal  à  Pj,  le  plan  projetant  de 
cette  droite  sur  Pj.  On  déterminera  les  deux  traces  obliques  de  T 
et  Ton  rabat  ce  plan  avec  la  droite  sur  Pj,  en  prenant  la  trace  To 
pour  axe  de  rotation. 

Le  rabattement  de  la  droite  représentera  sa  véritable  longueur. 

Solution  graphique  (^Ep.  168).  La  trace  Tjo  du  plan  T  passe 
par  a\  et  c'o. 

Le  rabattement  (rt)(c),  véritable  longueur  de  la  droite,  s'obtient 
comme  au  §  232. 

La  troisième  série  de  droites  parallèles  s'obtient  en  construisant 
la  trace  Tj  du  plan  T,  et  e:i  la  rabattant  ensuite  sur  P,;  ^'o(^)  sera 
la  direction  de  ces  parallèles. 

Vérification.  Le  rabattement  {a){c)  et  la  projection  oblique  a^Co 
suffisamment  prolongés,  se  rencontrent  en  x  sur  Taxe  de  rotation  Tq. 

240.  Problème  II.  Construire  les  angles  qiCime  droite  fait  avec 
les  deux  'plans  de  projection  Pj  et  Pg. 

I.  Angle  de  la  droite  avec  Pj. 

Le  problème  précédent  a  fourni  la  véritable  longueur  («)(6')  de 
la  droite  donnée.  L'angle  que  [ci){c)  fait  avec  l'axe  de  projection,  ou 
avec  une  parallèle  quelconque  à  cet  axe,  sera  l'angle  de  la  droite 
avec  Pp  L'axe  de  projection  est,  en  effet,  le  ral)attement  sur  P,  de 
la  projection  orthogonale  prolongée  de  la  droite  sur  P^ 
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II.  A/i;/It'  de  la  droite  arec  le  plan  défigure  P^. 

Solution  dans  lespace.  Par  la  droite  donnée,  on  fait  passer 
un  i)lan  T  i>tTpendiculairc  à  P.,.  L'angle  que  la  droite  fait  avec  la 
trace  To  sera  Tangle  que  fait,  dans  l'espace,  la  droite  avec  Pg. 

Solution  graphique  (Ep.  169).  —  (7  =  35";  P  =  45°). 

Pour  déterminer  la  trace  To  du  plan  T,  il  suffit  de  construire  la 
projection  orthogonale  a"i"  de  la  droite  sur  P,;  rt"i"  prolongée  sera 
la  trace  To-  On  construira  également  la  trace  T,o,  parallèle  à  la 
fuyante,  ainsi  que  le  rabattement  [m')  d'un  point  m^  de  T,.  Les  opé- 
rations à  exécuter  ensuite  pour  avoir  («)(Z»)  se  déduisent  du  §  233. 

L'angle  que  fait  la  droite  («)(i)  prolongée  avec  To  sera  l'angle 
demandé. 

241.  Problème  III.  Construire  la  distance  d\m  poi.d  à  une 
droite.  —  (r-=45";  ,îi=45"). 

Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  et  la  droite,  on  fait  passer 
un  plan  T.  On  rabat  ce  plan  avec  la  droite  et  le  point  sur  Pg,  en  pre- 
nant la  trace  oblique  T„  pour  axe  de  rotation. 

Sur  le  rabattement,  on  construit  la  véritable  distance  du  point 
à  la  droite,  distance  que  Ton  relève. 

Solution  graphique.  (Ep.  170).  Par  le  point  c^e'^  et  la  droite, 
on  fait  passer  un  plan  (196j.  Le  rabattement  du  plan  T^Tio  ainsi 
construit  s'opère  autour  de  To. 

Dans  ce  rabattement,  on  se  servira  de  trois  séries  de  droites 
parallèles. 

La  première  série  est  parallèle  à  Tjo  ;  la  deuxième  est  parallèle 
à  (T,),  rabattement  de  la  trace  1^  sur  P^,  et  la  troisième  série  est 
parallèle  à  la  droite  m'J^m').,  ligne  qui  joint  la  projection  oblique  m'^ 
d'un  point  de  Tjo  à  son  rabattement  (/«')  sur  Pg. 

{e)  (/)  sera  le  rabattement  de  la  distance  du  point  à  la  droite 
donnée. 

Cette  distance  se  relève  et  a  pour  projections  obliques  ^o/o  et 
e'of'r: 

Vérification.  Le  ral-attement  {f){e)  et  la  projection  oblique /o^,, 
concourent  au  point  x  sur  Tq. 

242.  Problème  rv.  Construire  la  distance  de  deux  droites  pa- 
rallèles. 


—   111    — 

Solution  dans  l'espace.  Les  deux  droites  parallèles  déter- 
minent un  plan.  On  rabat  ce  plan  avec  les  deux  droites  sur  Pg,  en  se 
servant  de  la  trace  Tq  de  ce  plan  comme  axe  de  rotation.  La  distance 
entre  les  deux  droites  rabattues  est  la  distance  des  deux  droites 
données.  Cette  distance  est  ensuite  relevée. 

Solution  graphique.  Voir  Tépure  170. 

243.  Problème  V.  Construire  VangU  de  deux  droites  qui  se 
coupent  ainsi  que  la  bissectrice  de  cet  angle.  —  (y=45**;  ?^45"). 

Solution  dans  l'espace.  Les  deux  droites  déterminent  un  plan. 
On  rabat  ce  plan  avec  les  deux  droites  sur  Pg  en  prenant  sa  trace 
To  pour  axe  de  rotation.  L'angle  des  deux  droites  rabattues  est 
l'angle  des  deux  droites  de  l'espace. 

On  construit  la  bissectrice  de  l'angle  rabattu;  cette  bissectrice 
est  ensuite  relevée. 

Solution  graphique  (Ep.  171).  On  construit  les  traces  To  et  Tjo 
du  plan  des  deux  droites  (192). 

Le  rabattement  des  deux  droites  sur  Pg  autour  de  Tq  s'opère 
comme  au  §  227.  L'angle  {d){g){f)  est  l'angle  des  deux  droites  de 
l'espace. 

La  bissectrice  rabattue  en  h{g){f)  se  relève  en  h„g^f'a  et/'o^'o^'o. 

Vérification.  Les  points/^  //  ^t  h  sont  en  ligne  droite  dans  les 
deux  projections  obliques. 

244.  Problème  VI.  Construire  l'angle  des  deux  traces  d'un  plan. 
Solution  dans  l'espace.  On  rabat  la  trace  T,o  du  plan  donné 

sur  Po,  en  se  servant  de  la  trace  To  comme  axe  de  rotation.  L'angle 
formé  par  To  et  (Tj)  sera  l'angle  des  deux  traces  du  plan. 

Solution  graphique.  La  solution  graphique  est  comprise  dans 
l'épure  171  ;  a  est  l'angle  des  deux  traces  To  et  Tjo- 

245.  Problème  VII.  Dans  un  ijlan  donné,  construire  une  droite 
qui  soit  à  une  distance  donnée  d'une  autre  droite  également  située  dans 
ce  flan.  —  (y  ^=  45"  ;  p  =  45°). 

Solution  dans  Tespace.  On  rabat  le  plan  avec  la  droite  sur  P^, 
en  se  servant  de  sa  trace  To  comme  axe  de  rotation. 

Dans  le  rabattement,  on  construit  une  droite  parallèle  à  la  droite 
rabattue,  à  la  distance  donnée  de  cette  dernière.  La  droite  ainsi 
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construite  est  le  rabattement  de  la  droite  demandée.  Du  rabattement 
on  passe  ensuite  aux  projections. 

Solution  graphique  (Ep.  172).  Le  rabattement  du  plan  T  et 
de  la  droite  donnée  ah  autour  de  To  se  l'ait  comme  au  §  241. 

En"  un  point  quelconque  (c)  de  la  droite  rabattue,  on  élève  une 
perpendiculaire  égale  à  la  distance  donnée  r;  par  l'extrémité  (fl)  de  r, 
on  mène  une  parallèle /o  [e)  à  la  droite  rabattue. 

La  droite /o  {é)  sera  relevée  en  /o  Co  etfo  e\. 

246.  Problème  VIII.  Etant  donnés  un  point  et  une  droite,  déter- 
miner, sur  la  droite,  un  point  distant  du  point  donné  d^une  longueur 
donnée. 

Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  et  la  dioite,  on  fait  passer 
un  plan.  On  rabat  ce  plan  avec  le  point  et  la  droite  sur  Pj,  en  se 
servant  de  la  trace  To  de  ce  plan  comme  axe  de  rotation.  Du  rabat- 
tement du  point,  avec  la  distance  donnée  comme  rayon,  on  décrit  un 
arc  de  cercle,  qui  coupe  le  rabattement  de  la  droite  en  deux  points, 
rabattements  des  points  qui  répondent  aux  conditions  du  problème. 

Remarque.  Le  problème  admettra  deux  solutions,  une  solution 
ou  sera  impossible,  suivant  que  la  distance  donnée  est  plus  grande 
que  la  distance  du  rabattement  du  point  au  rabattement  de  la  droit-^, 
égale  à  cette  distance  ou  plus  petite  que  cette  dernière. 

Solution  graphique.  Voir  l'épure  172. 

247.  Problème  IX.  Trois  imnts  étant  donnés,  construire  la  véri- 
tallc  grandeur  du  triangle  dont  ces  trois  points  seraient  les  sommets. 
(y=50'^;  P=35"). 

Solution  dans  l'espace.  Par  les  trois  points  donnés,  on  fait 
passer  un  plan.  On  rabat  ce  plan  avec  les  trois  points  sur  P2,  en  se 
servant  de  la  trace  To  de  ce  plan  comme  axe  de  rotation.  Les  trois 
points  ainsi  rabattus  sont  les  sommets  du  triangle  demandé. 

Solution  graphique  (Ep.  173). 

P  On  construit  les  traces  To  et  Tjo  du  plan  des  trois  points/, 
g  et  l  (195). 

2°  On  rabat  les  deux  droites  parallèles  fg  et  le  avec  les  trois 
points  donnés  sur  P2  ;  la  trace  To  sera  l'axe  de  rotation. 

Le  triangle  {l){g)(/)  sera  le  rabattement  du  triangle  Igf  de 
l'espace. 
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1"  Les  trois  côtés  du  triangle  obtenu  sont  duns  le  même  plan  P. 

2"  Les  prolongements  des  eûtes  rabattus  du  triangU^  doivent 
rencontrer  la  trace  rabattue  (Ti)  en  des  points,  qui  doivent  être  les 
rabattements  des  traces  de  ces  côtés  prolongés  sur  Pi  etc. 

3"  Les  projections /o^,„  ^o/o,  g^lo  prolongées  concourent  sur  To 
respectivement  avec  les  prolongements  des  côtés  (/)(/),  (y)(/)  et  {(/)[l) 
du  triangle  rabattu. 

248.  Problème  X.  Etant  donnés  trois  poi/its,  comtndre  le  trian- 
gle dont  ces  trois  ])ol)its  seraient  les  sommets,  aUisi  que  le  centre  dit  cer- 
cle inscrit  dans  ce  triangle.  —  (y— -'^O";  ?=3ô"). 

Solution  graphique.  Après  avoir  achevé  Tépure  du  prol)lème 
précédent,  on  construit,  sur  le  rabattement,  le  centre  du  cercle  ins- 
crit dans  le  triangle  rabattu  {l){g){f). 

Le  point  (o)  obtenu  est  le  rabattement  du  centre  du  triangle.  Ce 
point  sera  relevé  en  o'o  et  en.Oo. 

249.  Problème  XI.  Par  un  jtoint  donné,  mener  une  droite  qui 
rencontre  une  autre  droite  donnée  sous  un  angle  donné (y=i5'^  ;  p=65"). 

Solution  dans  Tespace.  Le  point  et  la  droite  déterminent  un 
plan  T.  On  rabat  ce  plan  avec  ce  qu'il  contient  sur  P.,,  en  prenant 
la  trace  To  pour  axe  de  rotation. 

Dans  le  rabattement,  on  construit  une  ou  deux  droites  qui  cor- 
respondent aux  conditions  du  problème. 

Ces  droites  relevées  constituent  la  solution  du  problème. 

Solution  graphique.  (Ep.  174).  Par  la  droite  et  le  point,  on 
fait  passer  un  plan.  On  opère  le  rabattement  de  ce  plan  sur  P^  au- 
tour de  To- 

Les  deux  droites  menées  par  (c)  qui  font  avec  la  normale  (c){q) 
à  la  droite  rabattue  un  angle  complémentaire  de  l'angle  donné  sont 
les  rabattements  {c){s)  et  (c){t)  des  droites  demandées. 

Ces  deux  droites  se  relèvent  en  CqSo;  c'^,s'o  et  Coto,  c'ot'o- 

Vérifications.  Employer  toutes  les  vérifications  que  le  problème 
comporte.  (Voir  les  problèmes  précédents). 

250.  Problème  XII.  Construire  une  ligne  de  2^1  us  grande  pente 
d'un  plan  sur  le  plan  P,. 

Solution  dans  l'espace.   La  ligne  de  plus  grande  pente  du 
Breithof.  GiioM.  UESCitn^T.  III.  S 
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plan  T  est  la  droite  crintersection  de  ce  plan  avec  un  plan  S  normal 
à  la  trace  T,.  Un  tel  plan  est  normal  à  Pj  ;  il  a  sa  trace  oblique  So 
perpendiculaire  à  l'axe  et  sa  trace  oblique  8,0  parallèle  à  la  projec- 
tioQ  oblique  d'une  droite  de  Pj  nnruialo  à  Tj. 

Solution  graphique  (Ep.  175).  On  reconstruit  la  trace  T^  du 
plan  T;  cm  un  point  de  cette  trace,  on  mène  une  normale  a'h  à  cette 
ligne,  et  Ton  eu  détermine  la  projection  oblique  a\,h. 

Le  plan  S  aura  sa  trace  Sjo  parallèle  à  la'o- 

La  droite  d'intersection  pr  des  plans  T  et  S  est  une  ligne  de 
plus  grande  pente  du  plan  S  sur  Pj. 

251.  Problème  XIII.  Construire  V angle  de  penle  sur  Pj  d'un 
plan  T  donné. 

Solution  dans  l'espace.  L'angle  de  pente  sur  Pj  du  plan  T  est 
l'angle  que  fait  la  ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  plan  sur  P,  avec 
la  projection  ortbogotiale  de  cette  ligne  sur  P,,  projection  qui  se 
confond  avec  la  trace  Sj  du  plan  S  normal  à  T,. 

Solution  graphique  (Ep.  175).  On  rabat  le  plan  S  sur  V^  avec 
sa  trace  S,o  et  la  ligne  de  plus  grande  pente  fr  du  plan  T.  La  trace 
S.j  sera  prise  pour  axe  de  rotation. 

Le  point  r',,  se  rabat  en  (r'j  et  ^/„  (;*')  jK  sera  l'angle  de  pente 
demandé. 

252.  Problème  XIV,  Construire  le  2)lan  Ussecteur  de  l'angle 
dièdre  for iHc  par  un  2^1  an  T  avec  le  plan  V^. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  bissecteur  est  déterminé  par 
la  trace  T,  du  plan  et  par  la  bissectrice  de  l'angle  de  pente  de  ce 
plan  sur  P,. 

Solution  graphique  (Ep.  175).  On  construit,  par  rabattement, 
l'angle  de  pente  de  T  sur  P,  ainsi  que  la  bissectrice  (;•')  m^  de  cet 
angle.  La  bissectrice  rencontre  la  trace  oblique  So  du  plan  de  plus 
grande  pente  qui  la  contient  au  point  Woj  trace  oblique  de  la  bissec- 
trice sur  Pg. 

En  unissant  m^  à  y  on  a  y»2o=Bio,  une  des  traces  obliques  du 
plan  bissecteur.  L'autre  trace  coïncide  avec  la  trace  Tjo  du  plan 
donné. 

253.  Problème  XV.  Construire  la  distance  d'' un  point  à  un  plan. 
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Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  donné,  on  mène  une  per- 
pendiculaire au  plan.  On  en  détermine  le  i)ied  ;  la  distance  de  ce 
pied  au  }>oint  donné  est  la  distance  du  point  au  plan. 

Solution  graphique  (Ep.  176;.  Menons,  par  le  point  donné  «, 
uu  plan  i  normal  à  la  trace  T,  sur  Pj  du  plan  donné.  Un  tel  plan 
sera  normal  à  T  et  contiendra  la  perpendiculaire  abaissée  du  pointa 
sur  T;  il  coupe  le  j^lan  T  suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente  kl 
(250);  la  normale  au  plan  menée  par  le  point  a,  sera  perpendicu- 
laire à  cette  ligne. 

On  construit  le  rabattement  b^,(c)  de  la  ligne  de  plus  grande 
pente,  le  rabattement  {a)  du  point,  et  {a){d)  sera  le  rabattement  de  la 
distance  du  point  a  au  plan  t. 

Cette  distance  est  ensuite  relevée  en  a^,do  et  a'^jd'^. 

254.  Problème  XVI.  Construire  la  distance  de  deîiœ  jilans  jja- 
rallèles. 

Solution  dans  l'espace.  D'un  point  de  l'espace,  on  abaisse  une 
perpendiculaire  aux  deux  plans.  On  construit  le  pied  de  cette  per- 
pendiculaire sur  cbacun  des  deux  plans.  La  distance  q\n  sépare  ces 
deux  pieds  est  la  distance  des  deux  plans  parallèles. 

En  prenant,  au  lieu  d'un  point  quelconque  de  l'espace  pour 
abaisser  la  perpendiculaire  sur  les  deux  plans,  le  point  de  rencontre 
X  des  deux  traces  So  et  Sjo  du  plan  S^  ce  point  sera  le  pied  de  la 
perpendiculaiie  sur  S  et  le  problème  est  ramené  au  problème  sui- 
vant :  Construire  la  distance  du  point  x  au  plan  t  (253). 

Solution  graphique.  la  solution  grapbique  est  la  môme  que 
celle  du  problème  précédent. 

255.  Problème  XVII.  Construire  Vangle  d'nne  droite  et  d'unjjla.i. 
Solution  dans  l'espace    D'un  point  de  la  droite,  on  abaisse 

une  perpendiculaire  sur  le  plan  (253j.  li'angle  de  la  droite  et  de 
cette  perpendiculaire  sera  le  complément  de  l'angle  demandé. 

256.  Problème  XVIII.  Construire  V angle  de  deux  plans. 
Solution  dans  l'espace.  D'un  point  de  l'espace,  on  abaisse  une 

perpendiculaire  sur  chacun  des  deux  plans.  L'angle  des  deux  droites 
sera  le  supplément  de  l'angle  plan  correspondant  du  dièdre  des  deux 
plans. 


b 


—    nr.    — 

257.  Problème  XIX.  ('(rnslruire  l'angle  de  deux  plans  2^aral- 
Icles  à  J'axe. 

Solution  dans  l'espace.  On  couiîe  les  (U'ux  plîius  pai'  un  i)laii 
normal  à  leur  intersection  conmunie,  donc  à  l'axe  de  projection.  Ce 
plan  coupe  les  deux  plans  proposés  suivant  deux  droites;  l'angle  de 
ces  deux  droites  est  l'angle  plan  correspondant  du  dièdre  des  deux 
plans. 

Solution  graphique  (Ep.  177).  Le  plan  auxiliaire  normal  à 
l'axe  a  sa  trace  Po  normale  à  Taxe  et  sa  trace  P,o  parallèle  à  la 
fuyante.  On  détermine  les  deux  droites  d'intersection  de  P  avec  les 
deux  plans  proposés,  et  on  rabat  ces  droites  sur  P,,  la  trace  Po  de  P 
étant  prise  pour  axe  de  rotation. 

258.  Problème  XX.  Construire  le  plan  Ussecleur  de  Vangle 
formé  par  deux  plans  parallèles  à  Vaxe. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  bissecteur  B  du  dièdre  des 
deux  plans  contient  la  bissectrice  de  l'angle  plan  correspondant  de 
ce  dièdre.  Les  traces  obliques  de  B  sont  parallèles  à  l'axe  et  passent 
respectivement  pour  les  projections  obliques  des  traces  de  même 
nom  de  la  bissectrice. 

Solution  graphique  (Ep.  177).  Ou  construit  la  bissectrice  par 
rabattement,  ^oet  t\  sont  les  projections  obliques  des  traces  de  cette 
droite  sur  P.,  et  P^  Les  traces  obliques  Bo  et  Bjo  passent  respective- 
ment par  ;'o  et  r\  et  sont  parallèles  à  l'axe. 

259.  Problème  XXI.  Connaissant  la  trace  ollique  t^^  d'un  plan 
ainsi  que  son  angle  de  pente  sur  P,,  construire  sa  trace  oblique  tç,. 

Solution  dans  Tespace.  On  coupe  le  plan  t  supposé  connu,  le 
plan  P,  et  le  plan  V^  par  un  plan  auxiliaire  normal  à  t^.  Ce  plan 
coupera  Pj  suivant  r  a\  droite  connue  après  le  redressement  de  ^i, 
Pj  suivant  une  normale  à  l'axe  en  r,  et  le  plan  t  suivant  une  ligne 
de  plus  grande  pente  faisant  avec  r  o!  l'angle  de  pente  connu.  Ces 
trois  droites  forment  un  triangle,  rectangle  en  ;•,  et  situé  dans  un 
plan  normal  à  P;.  On  rabat  ce  plan  avec  ce  triangle  sur  Pg,  en  se 
servant  de  la  trace  So  du  plan  comme  axe  de  rotation. 

Solution  graphique  (Ep.  178).  Le  rabattement  opéré,  le  som- 
met èy  est  un  point  du  plan  t  et  du  plan  Pj,  donc  un  point  de  la 
trace  to  du  plan  sur  P^. 
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260.  Problème  VII.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  paral- 
lèle à  Taxe  cl  qui  mil  dislaul  de  celle  Ibjne  d'une  lon(jueur  donnée  r. 

Solution  dans  l'espace.  Si  l'on  coupe  lo  plan  l  supposé  connu 
l);ir  un  plan  i  normal  à  l'axe  et  passant  par  le  point  donné;  le  plan  t 
sera  coupé  suivant  une  ligne  de  pente  qui  passe  i)ar  le  point  et  qui 
reste  à  une  distance  donnée  du  point  de  rencontre  x  de  i  avec  l'axe. 
Cette  ligne  de  pente  sera  donc  une  tangente  menée  par  le  point  a  à 
une  circonférence  du  cercle,  décrite  de  x  comme  centre  avec  la  dis- 
tance donnée  ;-  pour  rayon. 

Solution  graphique  (Ep.  179).  Par  le  point  a,  on  mène  un 
plan  normal  à  l'axe  et  on  le  rabat  avec  le  point  a  sur  Pg. 

Du  rabattement  («),  on  mène  une  tangente  à  la  circonférence  de 
cercle  décrite  de  x  comme  centre  avec  r  comme  rayon.  Cette  tan- 
gente h"  {c)  sera  la  ligne  de  plus  grande  pente  rabattue  du  plan 
inconnu  ;  h^  sera  la  trace  de  cette  ligne  sur  Pg  et  (c)  le  rabattement 
de  sa  trace  sur  Pj.  {c)  se  relève  en  c'o  et  les  deux  droites  l^  et  t^o-> 
parallèles  à  l'axe  et  menées  respectivement  par  h^  et  c'o,  constituent 
les  deux  traces  obliques  du  plan  demandé. 

Remarque.  Suivant  que  r={a)x,  plus  grand  ou  plus  petit  que 
{a)x,  le  problème  admet  une  solution,  deux  solutions  ou  est  impos- 
sible. 
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rROJECTIOXS   CENTRALES 


Chapitre   premier. 


Reprcseiitatiou  et  déteriiiiiiatiou  du  poiut,  de  la  droite 

et  du  plau. 

261.  Considérations  générales.  Définitions.  En  unissant  un 
point  p  de  l'espace  à  un  point  quelconque  a  (Fig.  180)  par  une  ligne 
droite  ap,  la  trace  a^  de  cette  droite  sur  un  plan  Pj  est  \ai  projection 
centrale  de  a  sur  Pj.  Le  point  ;;  est  le  j'j'>7<?  ou  le  centre  de  projection. 

Les  droites  telles  que  pi,  pa,  pm,  etc..  sont  des  projetantes  ou 
des  rayons  projetants  des  points  h,  a,  p,  etc.. 

Le  plan  sur  lequel  on  projette  les  points  h,  a,  m,  etc.  est  \e2}lan 
défigure,  le  tableau. 

On  peut  prendre  pour  plan  de  figure  le  plan  Pj  ou  le  plan  Pj. 

262.  Lois  des  projections  centrales.  D'après  ce  qui  précède 
nous  voyons  :  I"  Qu'un  pioint  a,  sa  projection  centrale  a^  ainsi  que  le 
pôle  p  sont  trois  points  en  ligne  droite. 

11°  Que  tous  les  rayons  projetants  co  courent  au  jiôle  et  forment, 
par  leur  ensemble,  une  surface  conique  dontp  est  le  sommet  ou  le  centre. 
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263.  Remarques  I.  L'ensemble  des  rayons  projetants  qui  re- 
lient les  dilïérents  sommets  et  côtés  d'une  figure  quelconque  F  de 
l'espace  au  centre  de  projection  |;  constitue  une  gerle,  dont^;  est  le 
centre. 

La  projection  centrale  de  la  figure  F  sur  le  plan  de  figure  forme 
un  système  2)^nn,  résultat  de  l'intersection  de  la  gerbe  formée  par 
l'ensemble  des  rayons  projetants  de  la  figure  F  de  l'espace  avec  le 
plan  de  figure  ou  plan  de  projection  (*). 

IL  Le  problème  fondamental  des  projections  centrales  revient 
à  construire  la  projection  centrale  d'un  point  quelconque  donné  dans 
l'espace. 

Il  suffira  évidemment  d'unir  ce  point  au  pôle,  également  donné,  et 
de  déterminer  le  point  de  rencontre  du  rayon  projetant  avec  le  ta- 
bleau. 

(')  En  Géométrie  supérieure  synthétique,  {Géométrie  projecttve  —  Géomé- 
trie de  position  (Géométrie  der  Lage),  on  nomme  : 

I.  Droite  ponctuelle  ou  Ponctuelle  (Pimktreiho),  une  figure  formée  de  points 
allignés  en  une  ligne  droite  ; 

II.  Faisceau  de  plans  (Ebenenbiischel),  une  figure  formée  de  plans  passant 
par  une  droite,  Vaxe  du  faisceau  (Axe,  Trager,  Scheitel  des  Bûschels)  ; 

III.  Faisceau  de  rayons  (Stralilenbiischcl),  une  figure  formée  de  droites 
situées  dans  un  même  plan  et  qui  passent  par  un  point,  le  centre  du  faisceau 
(Mittelpunkt,  Trager,  Scheitel  des  Biischels^  ; 

IV.  Système  plan.  Plan  ponctuel  ou  plan  réglé  (Ebenes  System),  une 
figure  formée  de  points  et  de  droites,  de  points  seuls  ou  de  droites  seules,  situés 
dans  un  plan  (Trager  des  Sj-stems)  ; 

V.  Gerbe  (Strahlenbûndel),  une  figure  formée  de  plans  et  de  droites  passant 
par  un  point,  le  centre  de  la  gerbe  (Centrum,  Trager,  Scheitel  des  Bundels): 

VI.  Uespace  à  trois  dimensions  (das  râumliche  System)  avec  tous  les 
points,  droites  et  plans  y  situés  est  considéré  également  comme  une  figure  géo- 
métrique. 

La  ponctuelle,  le  faisceau  de  plans  et  le  faisceau  de  rayons  forment  la 
classe  des  Figures  géométriques  fondamentales  de  première  espèce. 

Les  Figures  géométriques  fondamentales  de  deuxième  espèce  sont  le  sys- 
tème plan  et  la  gerbe. 

L'espace  à  trois  dimensions,  limité  ou  infini,  constitue  la  fi^gure géométrique 
fondamentale  de  troisième  espèce. 

Voir  von  Staudt,  Steiner,  Reye,  Crémona,  etc. 
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Cette  solution,  fort  simple  dans  Pospace,  exige  une  solution  gra- 
phique plus  ou  moins  compliquée  suivant  la  méthode  employée  pour 
donner  ou  représenter  les  éléments  desquels  on  part  pour  arriver  au 
résultat. 

Nous  prendrons  itom plan  de  fujnre  le  plan  de  projection  P.,,  pour 
centre  de  projection  un  point  du  dièdre  -\-V., — P,,  et  nous  fixons  la 
position  de  ce  centre  ainsi  que  celle  du  point,  de  la  droite  ou  du 
plan  à  représenter,  à  laide  des  projections  orthogonales  diédriques 
sur  Pi  et  Pj. 

Cette  méthode,  que  nous  avons  déjà  suivie  dans  l'étude  des  pro- 
jections obliques,  facilite  l'étude  des  projections  centrales,  en  ce 
qu'elle  nous  permet,  dans  certains  cas,  de  raisonner  comme  dans  les 
projections  obliques,  lesquelles,  en  définitif,  ne  sont  que  des  projec- 
tions centrales  dont  le  pôle  est  à  Vinjini.  Elle  convient  très-bien  pour 
la  représentation  des  figures  en  projections  centrales  (perspective 
linéaire)  ainsi  que  pour  les  questions  relatives  à  la  solution  des  pro- 
blèmes de  géométrie  pure,  et  permet  la  reconstruction  des  figures  de 
l'espace  projetées  centralement. 

Toutefois,  lorsqu'il  s'agit  uniquement  de  la  représentation  des 
contours  des  objets  (perspective  linéaire)  le  pôle  [imnt  de  vue),  au  lieu 
d'être  déterminé  par  ses  projections  orthogonales  sur  Pg  et  Pj,  sera 
représenté  et  déterminé  d'une  manière  particulière  par  sa  projec- 
tion orthogonale  sur  Pg  {2)oint  'principal)  et  par  la  longueur  de  sa 
distance  à  Pg  portée  sur  une  horizontale,  la  ligne  d'horizon,  menée 
par  le  point  principal  et  déterminant,  sur  cette  ligne,  deux  points 
particuliers,  \q?,  points  de  distance. 


Représentation  et  détermination  du  point. 


264.  Problème.  Construire  la  projection  centrale  d''un  point. 

Solution  (Ep.  181).  Par  le  point  donné  a  et  par  le  ]}ô\ep,  on 
fait  passer  une  projetante.  La  trace  «c  de  cette  ligne  sur  Po  sera  la 
projection  centrale  de  a  sur  P^. 
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Le  point  a^  ainsi  olitcnu  représontc  l)ion  !e  point  a  de  l'ospaco, 
mais  il  ne  le  détennno  pas,  vu  que  a.  est  la  projectiou  centrale  (Tiri 
point  quelconque  de  la  projetante  ap. 

Pour  repi'éseuier  et  détenniuer  le  point  a  de  manière  à  ne  pouvoir 
le  confondre  avec  un  point  quelconque  de  ap,  nous  construirons  la 
projection  centrale  «'o  de  la  première  projection  orthogonale  do  a. 

Ces  deux  juojections  centrales  représentent  et  déterminent  le 
seul  point  a  de  l'espace. 

265.  Problème  réciproque.  En  eftét,  pour  retrouver  les  pro- 
jections orthogonales  a"  et  a'  et  par  suite  «,  étant  données  les  pro- 
jections centrales  a_  et  «V-,  il  suffit  d'unir  yy"  à  û'^,  de  prolonger  cette 
droite  jusqu'à  l'axe  de  projection  en  n,  et  d'élever,  en  ce  point,  une 
normale  à  cet  axe. 

Les  points  i"  et  «'  où  cette  normale  rencontre  les  lignes  a,.p" 
et  mp'  sont  les  deux  projections  orthogonales  du  point  a. 

Ce  point  est  donc  reconstruit,  donc  il  a  été  bien  représenté  et 
défini  par  les  projections  centrales  «c  et  a\. 

266.  Définitions.  Notations.  Les  traces  «c  et  «'c  sur  Pj  sont 
les  deux  projections  centrales  du  point  a  sur  le  plan  Pg;  «c  est  \2i  pro- 
jection centrale  proprement  dite  de  a,  a'c  la  projection  centrale  sur  P, 
du  pied  de  la  normale  abaissée  de  a  sur  Pj. 

La  ligne  «c  a'c  est  la  projection  centrale  de  la  première  hauteur 
du  point  a,  hauteur  dont  a  et  a'  sont  les  deux  extrémités. 

Nous  marquerons  la  projection  centrale  d'un  point  quelconque 
a,  l,  c,  etc.  par  la  lettre  qui  caractérise  ce  point,  accompagnée  de  la 
lettre  c,  initiale  du  mot  central,  placée  comme  indice. 

Propriété.  Les  deux  2)rojections  centrales  «c  et  a'c  d'un  point  a 
sont  toujours  unies  par  une  normale  à  Taxe. 

Cette  normale  «c  «'c  est  la  projection  centrale  de  la  perpendi 
culairo  aa'  abaissée  du  point  a  de  l'espace  sur  Pj. 


8. 
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Des  différentes  positions  du  point  par  rapport  aux  deux  plans 
de  projection  P^  et  P,. 


267.  Les  neuf  positions  qu'un  point  peut  occuper  par  rapport 
aux  deux  plans  de  projection  Pi  et  P^  se  trouvent  représentées  en 
projections  centrales  sur  Pj  dans  les  épures  181  à  189. 

268.  Propriétés.  D'après  ces  épures  : 

I.  Suivant  qu'un  imnt  a  est  situé  au-dessus  ou  au-dessous  de  P^ 
sa  projection  centrale  ac  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  a' ^  et  récipro- 
quement. 

IL  Si  le  point  a  est  situé  dans  Pj,  les  deux  projections  «c  ^t  a\  coïn- 
cident, et  réciproquement. 

IIL  Tout  point  a  situé  dans  Pj  est  lui-même  sa  projection  centrale 
ttc ,  et  sa  projection  a'c  se  trouve  sur  Taxe,  et  réciproquement. 

269.  Positions  particulières  du  point.  Le  plan  parallèle  à  Pj 
mené  par  le  pôle  porte  le  nom  de  ^jlan  d'horizon. 

La  droite  d'intersection  de  ce  plan  avec  P^  est  une  droite  paral- 
lèle à  l'axe  et  passe  par  j;".  Cette  droite  est  la  liçtie  d'horizon. 

1.  Tout  pioint  a  situé  dans  le  plan  d'horizon  a  sa  projection  cen- 
trale rto  sur  la  ligne  ^horizon,  et  réciproquement. 

IL  A  mesure  que  le  point  a  du  plan  d'' horizon  s'' écarte  de  Pj,  donc 
du  pale,  sa  projection  a'c  se  rapproche  de  la  ligne  d'' horizon.  Si  le  point  a 
est  à  l'infini,  «c  et  a'c  coïncident  sv^r  la  ligne  d'horizon ,  et  récipro- 
quement. 

En  effet,  «',  projection  de  a  sur  Pj,  sera  à  une  distance  infinie 
de  Pj  et  du  pôle,  par  suite  le  rayon  projetant  a'p  sera  parallèle  à  Pi 
et  aura  sa  trace  sur  Pj,  la  projection  centrale  a'c  de  a' ,  sur  la  ligne 
d'horizon. 

Réciproquement,  si  la  projection  double  a^a'c  d'' un  point  a  est  située 
sur  la  ligne  d'' horizon,  ce  point  sera  sur  P^  à  une  distance  infinie  de  Vaxe. 

III.  Un  point  de  P,  situé  sur  l'axe  ayant  sa  projection-double  sur 
cet  axe,  et  un  point  b  deV^^à  une  distance  infinie  de  P^  ayant  sa  projec- 
tion bcb\  sur  la  ligne  d'' horizon,  nous  voyons  qu'un  point  quelconque  x 
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de  Pi  a  une  projection  douUe  Xf,x\  située  entre  la  ligne  d''honzon  et  l'axe 
de  projection^  et  réciproquement. 

IV.  La  partie  de  Pj  comprise  entre  la  ligne  dliori:on  et  Taxe  de 
projection  est  h  lieu  géométrique  des  projections  centrales  de  toics  les 
points  des  plans  infinis  +  Pi  et — Pi. 

Dans  les  applications  des  projections  centrales  {Perspective  li- 
néaire) on  donnera  cette  partie  de  Pj  [tableau)  le  nom  de  terrain  pers- 
pectif. 


Eeprésentation  et  détermination  de  la  droite. 


270.  Projection  centrale  de  la  droite.  Si,  par  le  pôle  et  par 
la  droite,  on  mène  un  plan,  la  trace  de  ce  plan  sur  V^  est  \dt, projec- 
tion centrale  de  la  droite  sur  ce  plan. 

Le  plan  mené  par  la  droite  et  par  le  pôle  est  le  j;/«»  projetant 
de  la  droite. 

La  projection  centrale  de  la  droite  est  une  droite. 

La  droite  est  suffisamment  représentée  et  déterminée  en  projec- 
tions centrales,  si  deux  de  ses  points  sont  représentés  et  déterminés. 

271.  Problème  I.  Construire  la  j^rojection  centrale  d'une  droite 
sur  Pj,  étant  données  les  projections  orthogonales  de  cette  droite  et  du 
pôle  sur  Pj  et  V^. 

Solution  (Ep.  190).  Par  la  droite  et  par  le  pôle,  on  fait  passer 
un  plan.  La  trace  d^  de  ce  plan  sur  V^  est  la  projection  centrale  de 
la  droite  d  sur  V^. 

Cette  projection  d^  passe  par  V\  trace  de  d  sur  P,,  et  par  suite 
projection  centrale  h^  d'un  premier  point  h  de  rf,  et  par  «c,  projec- 
tion centrale  de  la  trace  a  de  d  sur  P,. 

La  projection  centrale  de  représente  bien  la  droites? de  l'espace, 
mais  elle  ne  la  détermine  pas.  de  est,  en  efi'et,  la  trace-projection  du 
plan  projetant  sur  Pj,  donc  la  projection  centrale  d'une  droite  quel- 
conque de  ce  plan. 

Pour  déterminer  la  droite  d  on  devra,  comme  pour  le  point, 


I 
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joindre  à  d,  la  projection  ctntrale  rfV  de  la  projection  orthogonale  d' 
de  d  snr  P,. 

Ces  deux  droites  ^^  et  rf'^  sont  les  proje'-tioiis  ccnlraJcs  de  la  droite 
d  ;  celle-ci  est  suffisamment  représintée  tt  détermiiu'e  par  Ica  deux 
premières. 

272.  Problème  réciproque.  Il  suffira,  en  effet,  pour  recon- 
struire la  droite  d  de  l'espace,  de  reproduire  deux  points  de  cette 
droite  (265). 

273.  Traces  de  la  droite.  Nous  voyons  (Ep.  190)  que  la  pro- 
jection centrale  a^  de  la  première  trace  a  de  la  droite  se  trouve  au 
point  de  rencontre  des  deux  projections  centrales  d^  et  d'c. 

La  projection  centrale  b^  de  la  seconde  trace  s  •  trouve  au 
point  de  rencontre  de  d^  avec  la  perpendiculaire  à  l'axe  de  projection 
élevée  au  point  de  rencontre  de  cet  axe  avec  d\. 

Ces  propriétés  renferment  la  solution  du  proljlème  suivant. 

274.  Problème  II.  Etant  doimécs  les  projecllons  centrales  d^  et 
d'c  d'une  droite,  construire  les  in-qjectio  is  centrales  des  traces  de  cette 
droite  sur  Pj  et  Pg. 

Les  projections  obliques  étant  des  projections  centrale.-;  dont  le  pôle  est  à 
l'infini,  la  recherche  des  traces  de  la  droite  conduit  à  de.^  constructions  iden- 
tiques dans  les  deux  rnéthodos  de  projection. 

275.  Autre  solution  du  problème  I.  (Ep.  191).  Pour  déter- 
miner le  plan  projetant  de  la  droite  d^  menons,  par  le  pôle  2h  une 
droite  parallèle  à  d.  La  trace  F  de  cette  droite  auxiliaire  sur  P^  et 
la  trace  h  de  la  droite  d  sur  P,  déterminent  la  trace  du  p'an  proje- 
tant, la  projection  centrale  d^  de  cette  droite.  Cette  projection  ^^  avec 
ses  deux  points  h^  et  F  représentent  et  déterminent  suffisamment  la 
droite  d  de  l'espace. 

En  effet,  pour  retrouver  les  deux  projections  d^  et  d'\  il  suffit  de 
mener,  par  Je,  une  di oite  parallèle  à jîF,  donc  par  h'\  une  droite  paral- 
lèle à //'F,  et  par  h\  une  autre  droite  parallèle  kp'yn.  Comme  y  F  et 
p'm  sont  les  projections  orthogonales  sur  P,  et  P,  de  la  droite  ^F,  on 
aura,  par  la  construction  précédente,  les  deux  projections  d"  et  d 
de  la  droite  d. 

Cette  droite  est  donc  suffisamment  représentée  et  déterminée, 
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mais,  pour  dctcrmiiKT  chacun  de  ses  points  eu  particulier,  il  faut 
joindre  à  r/^.  la  projection  centrale  (l\  de  d' . 

A  cet  effet,  on  mène,  par  j),  une  parallèle  à  (1\  dont  on  déter- 
mine la  trace  F'  sur  I\  ;  la  droite  qui  passera  par  F'  et  V  sera  la  pro- 
jection cenlra'e  (l\  de  d' .  Si  nous  nommons  rayons  de  fuite  eu  H>jncs 
de  fuite  des  droites  d  et  d'  les  droites  menées  i^ar;)  iiarallèlemont  à 
d  et  d\  ei  2)oints  de  fuite  de  d  et  d'  les  traces  F  et  F'  sur  \\  de  es 
lignes  de  iuite,  nous  voyons  que  : 

Poîii'  aroir  la  projection  centrale  d^  d'une  droite  d,  il  suffit  de 
construire  te  imint  de  fuite  F  de  cette  droite  et  d'unir  ce  point  à  la  trace 
de  d  sur  V:. 

276.  Remarques.  I.  Les  deux  jmnts  de  fuite  F  et  F'  sont  situés 
sur  une  même  normale  à  Taxe  de  frojection,  donc  sur  icae  normale  à  la 
ligne  d'kori:on. 

En  effet,  le  plan  déterminé  par  les  deux  lignes  de  fuite  de  d  aicV 
est  parallèle  au  plan  déterminé  par  <?  i\d\  donc  parallè'e  au  premier 
pUm  projetant  de  d. 

II.  Le  point  de  fuite  F'  de  cV  est  situé  sur  la  ligne  d'horizon. 

En  effet,  d'  étant  parallèle  à  P,,  sa  ligne  de  fuite  sera  également 
parallèle  à  I^  et  ne  peut  rencontrer  W  quVn  un  point  de  la  ligne 
d'horizon. 

III.  La  ligure  192  nous  montre  que  le  segment  fini  Z-F  de  la 
projection  centrale  d^  de  la  droite  infinie  MN,  segment  compris  entre 
la  trace  h  de  MN  sur  \\  et  le  point  de  fuite  F,  correspond  à  la  droite 
infinie  JM. 

Réciproquement,  la  proji  ction  centiale  de  la  partie  infinie  JM 
de  la  droite  sera  le  segment  fini  ^F. 

Si,  par  le  pôle^;,  nous  menons  une  droite  ;;(?  parallèle  à  rf^,  le 
segment  fini  le  aura  pour  projection  centrale  sur  P'  la  ligne  infinie  bx. 

Enfin  le  segment  infini  eN  aura  pour  projection  centrale  le  seg- 
ment infini  Yy. 

De  ce  qui  précède,  nous  voyons  que  le  point  F  limite  la  projec- 
tion centrale  de  h'Sl  et  de  N?. 

En  ne  considérant  que  la  droite  infinie  ^M,  nous  voyons  que  la 
projection  centrale  de  cette  droite  est  limitée  aux  points  h  et  F.  Ces 
deux  points  sont  les  limites  de  la  projection  centrale  de  la  droite. 


L 


—     126    — 

Ce  nom  de  limiie  ou  2^oiiit  limite  s'applique  principalement  au 
point  F. 

IV.  Le  point  F  est  la  limite  de  la  projection  centrale  JF  de  la 
droite  MN  et  de  même  de  la  projection  centrale  d'une  droite  quel- 
conque parallèle  à  MN. 

F  est  donc  le  point  où  concourent  les  projections  centrales  de 
toutes  les  droites  parallèles  à  MN,  ou  encore  le  point,  à  partir  duquel 
les  projections  centrales  de  toutes  les  droites  parallèles  s'écartent, 
se  fuient. 

Ces  considérations  ont  valu  au  point  F  le  nom  de  pohit  de  fuite 
ou  point  de  concours. 

V.  Dans  la  construction  des  projections  centrales  de  et  d'c  d'une 
droite  d,  il  est  bon  de  réunir  les  deux  méthodes  de  construction. 
L'épure  présente  alors  plusieurs  vérifications  : 

1"  La  projection  d^  passe  par  les  points  b^,,  a^  et  F  (Ep.  191); 

2°  La  projection  d'c  passera  par  b\  a^  et  F'; 

3°  Les  points  F,  m  et  F'  sont  sur  une  normale  à  l'axe  de  pro- 
jection. 

VL  En  donnant  les  deux  limites  ^e  et  F  de  la  projection  cen- 
trale de  d'une  droite  d,  on  peut  construire  les  projections  de  et  d'^  de 
cette  droite  ainsi  que  ses  projections  orthogonales  d' et  d"  sur  Vy  et  Pj. 

En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  il  suffira  de  procéder  comme 
suit  (Epure  191)  : 

Unir  he  et  F  pour  avoir  d^.  Abaisser  de  F  une  normale  à  l'axe 
et  en  marquer  les  pieds  m  sur  cet  axe  et  F  sur  la  ligne  d'horizon. 

Projeter  h^  sur  l'axe  en  V  et  unir  i'F'  pour  avoir  d\.  Le  point  de 
rencontre  Œc  de  d^  et  d'^  sera  reconstruit  (265)  et  donnera  a'  et  a" 
qui  déterminent  a"bc=d"  et  a'V=d\ 

Vérifications,  d'  et  d"  sont  parallèles  respectivement  à  p'm 
et /'F. 
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Des  différentes  positions  de  la  droite  par  rapport  au  plan  de  figure, 
au  pôle,  au  plan  d'horizon  et  à  P,. 


être 


Une  droite  d 

de 
lospace  peut 


passer 
par 

le  pôle 

et 

être 


parallèle  >'  i       i    c  r, 

'  ]  au  plan  de  nguie  Fj 

normale  ' 

parallèle  /  ,        ,  ■     .•       r> 

'  )  nu  plan  de  projection  F, 

normale  ( 

paialit'lok  .  ,.         ,  .     ,• 

^  "al  axe  de  projection 

normale  ( 
située     l  le  plan  de  projection  F, 

dans     I  le  plan  de  figure  F,     . 
située  sur  Taxe  i!e  projection,     .     , 
dans  le  /  normale  à  .     .     .  F,     1 

plan      \p:ualléle  à  .     .     .  Fj\  II 

d'hori/on  J  inclinée  de  45°  sur  F^  j  111] 

et  être   \  quelconque      .     .     .\ivi 

nornriale  à  P I    / 

parallèle  à  P, l  ''  i 

normale  à  P, )  IIl) 

parallèle^  P. )  iv) 

quelconque V  [ 


I. 
H 

m. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

VIII. 

IX. 


X. 


XI. 


277.  Droite  parallèle  au  plan  de  ftgure  \\  (Ep.  197).  Une 

droite  d  parallèle  à  V,^,  une  droite  de  front,  a  sa  projection  centrale 
d^  parallèle  à  d",  et  sa  projection  d\ parallèle  à  Taxe,  Les  deux  points 
de  fuite  F  et  F'  sont  situés  à  Vinjini. 

En  effet,  les  deux  plans  projetants  de  d  et  de  d^  coupent  Pj  sui- 
vant (fc,  parallèle  à  rf  et  à  rf",  et  d\,  parallèle  à  d'.  Les  droites  d  ^i  d 
étant  parallèles  à  Pj,  les  rayons  de  fuite  de  ces  droites  rencontrent 
Pj  aux  points  F  et  F'  situés  à  Tinfini. 

Réciproquement.  Si  des  deux  projections  centrales  d'une  droite 
d'c  est  parallèle  à  l'axe  de  projection^  la  droite  d  est  parallèle  à  Pj. 

En  etï'et,  le  plan  projetant  mené  par  p  et  par  d'^  coupe  Pi  sui- 
vant d'  parallèle  à  l'axe.  La  droite  d  est  donc  parallèle  à  P,. 
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278  Droite  normale  au  plan  de  figure  (Ep.  198).  Une  droite 
d  iioniivlc  à  W  a  ses  deux  projections  ccutrahs  d^  et  d'^  qui  cohcourcnt 
en  y.  Les  points  de  fuite  ¥  et  ¥'  co'/ncide  t  arec  p". 

Eu  etVet,  Us  [ilui.s  projetants  de  d  et  de  d'  contiennent  la  nor- 
male abaissée  de  j»  sur  P^.  Le  pied  y  de  cette  normale  appartient 
donc  à  d'c  et  à  d^ . 

Remarque.  Ce  joint;/'  c-t  r oralement  le  point  de  fuite  F  et  F' 
de  d,  et  d\  . 

Réciproquement.  Si  les  deux  projections  centrales  d^  et  d'c  d'une 
droite  concourent  en  p",  cette  droite  d  est  normale  à  V., 

Les  deux  points  de  fuite  F  et  F'  de  la  droite  étant  en  /',  cela 
piouve  que  la  droite  menée  par  le  pôle  parallèlement  à  d  passe  par 
p"  et  (  st  normale  à  P,.  d  est  donc  normale  également  à  \\. 

279.  Droite  parallèle  à  P,  (Ep.  193).  Une  droite  parallèle  à 
P,  a  ses  deux  iwojections  centrales  d^  et  d'^  qui  concourent  en  v.n  point 
de  la  ligne  d'hori:on. 

En  eft'et,  d  et  d'  étant  parallèles  entre  elles  et  à  P,  ces  droites 
ne  peuvent  avoir  qu'un  seul  et  même  point  de  fuite  situé  sur  la  ligne 
d'horizon.  Ce  point  sera  le  point  de  concours  de  d^  et  d'^. 

Réciproquement.  Si  les  deux  projections  centrales  de  et  d'c  d'une 
droite  concoare/it  en  an  'point  de  la  ligne  d''hori:on.  cette  droite  est  pa- 
rallèle à  l\. 

280.  Droite  normale  à  P,  (Ep.  199).  Une  droite  normale  à  Pi 
a  sa  projection  centrale  d^  parallèle  à  d",  douc  normale  à  Vaxe,  et  sa 
projection  d'c  réduite  à  un  point,  et  réciproquement. 

Une  telle  droite  est,  en  effet,  parallèle  à  P,. 

281.  Droite  parallèle  à  Taxe  de  projection  (Ep.  200).  Une 
droite  parallèle  à  Vaxe  de  projection  a  ses  deux  projections  centrales 
parallèles  à  cet  axe,  et  réciproquement. 

Une  telle  droite  est  parallèle  à  P,;  d'c  sera  parallèle  à  l'axe  et 
de  parallèle  h.  d'\  donc  également  à  Taxe. 

232.  Droite  normale  à  laxe  de  projection  Ep.  194).  Une 
droite  normale  à  Vaxe  de  projection  a  ses  deux  projections  centrales  qui 
concourent  en  un  point  de  cet  axe,  la  projection  d'c  passe  par  p"  et,  si  la 
droite  est  située  daus  le  premier  dièdre,  la  'projection  de  est  dans  Vangle 
complémentaire  de  celui  que  fait  d'c  avec  Vaxe. 
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En  effet,  la  droite  d  rencontre  Taxe  en  un  point  m  qui  est  la 
trace  sur  V^  de  d  et  de  d'.  Ce  point  appartient  donc  à  d^  et  à  ^'c. 

Comme  d'  est  normale  à  Pj,  (?'«  passera  par  p".  La  projection 
centrale  a^  d'un  point  qut'lconque  de  d  montre  que  d^  est  dans 
l'angle  d"d\^  d"  et  d\  sont  d'ailleurs  les  projections  centrales  des 
limites  entre  lesquelles  la  droite  est  comprise  dans  le  premier  dièdre. 

Réciproquement.  Si  les  deux  projection  cenù'ales  d'une  droite 
d  se  coupent  sur  l'axe,  et  si  d\  passe  par  p\  cette  droite  d  sera  normale 
à  l'axe  de  projection. 

En  effet,  le  point  de  rencontre  dos  projections  d^  et  d'^  sur  Taxe 
sera  la  projection-double  de  la  trace  de  d  sur  P,,  donc  d  coupe  l'axe. 

Puisque  ^'c  passe  par  p'\  d'  e>t  normale  à  Taxe.  La  droite  d  est 
donc  dans  un  plan  normal  à  Taxe  et  rencontre  cette  ligne,  donc  elle 
lui  est  perpendiculaire. 

283.  Droite  située  dans  Pi  (Ep.  201).  Une  droite  située  dans 
P,  a  ses  deux  projections  centrales  qui  se  confondent  en  une  projection 
double.  Le  point  de  fuite  F  de  cette  droite  est  situé  sur  la  ligne  d'hori- 
zon, et  réciproquement. 

Chaque  point  de  la  droite  a  une  projection-double  (268)  donc 
la  droite  également.  Les  points  de  fuite  F  et  F'  coïncident  sur  la 
ligne  d'horizon. 

284.  Droite  située  dans  Pg  (Ep.  202).  Une  droite  située  dans 
Pj  est  elle-même  sa  project'ion  centrale  d^;  la  projection  d\  est  située  sur 
Vaxe  de  projection,  et  réciproquement. 

Cas  particulier  du  §  277. 

285.  Droite  située  sur  Taxe  de  projection.  Les  deux  projec- 
tions centrales  se  confondent  en  une  seule  qui  est  située  sur  Vaxe  de  pro- 
jection, et  réciproquement. 

286.  Droite  située  dans  le  plan  d'horizon  (Ep.  203).  Une 
droite  d  située  dans  le  plan  d'horizon  a  sa  projection  centrale  de  sur  la 
ligne  d'horizon;  h  point  de  co?icours  de  de  et  d'c  est  sur  la  ligne  d'hori- 
zon et  coïncide  avec  les  deux  points  de  fuite  F  et  F',  et  réciproquement. 

En  effet,  la  droite  d  est  parallèle  P^  donc  de  et  d\  concourent 
sur  la  ligne  d'horizon  en  un  point  qui  sera  F  et  F'  de  la  droite. 
Comme  la  droite  d  est  située  dans  le  plan  d'horizon,  ce  dernier  plan 
Brkithof.  Géom.  descript.  III.  9 
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deviendra  le  plan  projetant  de  la  droite  et  la  ligne  d'horizon  sera  la 
projection  centrale  de  «le  d. 

Réciproquement.  Si  les  deux  projections  ce-if raies  d,-  et  d'^  d'une 
droite  d  concourent  en  un  point  de  la  ligne  d'horizon,  et  si  d^  se  confond 
avec  cette  ligne,  la  droite  d  sera  dans  le  plan  d'horizon. 

287.  Remarque  I.  ^om\\\c\x\?,  points  de  distance  principaux  les 
points  D  et  D'  obtenus  en  décrivant,  de/'  comme  centre, avec  la  dis- 
tance de  ;?  à  1%  comme  rayon,  un  axe  de  cercle  qui  coupe  la  ligne 
d'horizon  en  ces  points. 

Si  P,  est  un  plan  horizontal,  ces  points  D  et  D'  sont  les  traces 
de  deux  lignes  horizontales  menées  par  p  et  rencontrant  P;  sous  un 
angle  de  45".  D  et  D'  sont  donc  les  points  de  concours  ou  les  points 
de  fuite  des  horizontales  à  45"  sur  P2;  D  pour  les  droites  inclinées 
à  gauche,  D'  pour  celles  inclinées  à  droite  de  jip"  sur  Pj. 

II.  Une  droite  du  plan  d'horizon  peut  avoir  différentes  positions 
relativement  à  P»,  lesquelles  sont  caractérisées  par  des  positions 
particulières  des  points  F  et  F'. 

Nous  résumons  ces  cas  particuliers  dans  le  tableau  suivant  : 


Suivant 

1  normale  à  P„ 

qu'une  droite 

1  parallèle  à  P,, 

du  plan 

(  inclinée  de 

i  à  gauche 

dhoriz.on 

J  45  sur  P,, 

1  à  droite 

est 

quelconquo. 

\ 
et  léciproquement. 

sa  projection 
centrale  de  est 
toujours  sur  la 
ligne  d'horizon, 
I  mais  les  points 
de  fuite  F  et  F' 
coïncident  sur 
cette  ligne  avec  ' 


un  point  à  l'infini; 

.    .    .    D'; 

.    .     .    D; 

un  point  quelconque; 


288.  Droite  qui  passe  par  le  pôle.  Une  droite  d  qui  passe  par 

le  pôle  a  pour  projection  centrale  d^  un  point,  et  pour  projection  d\  une 
normale  à  Vaxe  passant  par  le  point  d^. 

En  effet  (Ep.  195  et  196j  le  plan  projetant  de  d  se  réduit  à  la 
droite  d,  et  la  trace  de  d  sur  Pj  sera  la  projection  centrale  d^  de 
cette  droite. 

Le  plan  projetant  de  d^  est  normal  à  P,  et  coupera  Pj  suivant 
d^  perpendiculaire  à  l'axe  et  passant  par  d^. 
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Réciproquement.  Si  la  2Jrojec(ioii  de  (Vune  droite  est  nn  point, 
celte  droite  passe  par  le  jjôle. 

Le  pl:m  i)rojctant  de  la  droite  est  iiidétcrniiiié  mais  la  droite 
est  dctermin^'e  ;  elle  passe,  en  vû'A,  par  le  pôle  ij^'Y)  et  aura  le  poiut 
d^  pour  trace  sur  P2. 

Une  droite  qui  passe  par  le  pôle  peut  avoir  dififérentes  positions 
par  rapport  à  P,  et  à  l\. 


I 


La  droHe  d    [taralléle 


qui 

passe 

par 

le  pôle 
peut  être 


normale 
I  parallèle  i 
normale  \ 
parallèle  ^ 
normale  ( 


àP, 

à  l'axel 


La  projection  rf'c 

est  toujours 

normale  à  Taxe, 

I  La  projection  de 

un  point  qui 

sera  situé  : 


à  l'infini,  ainsi  que  d'c; 

sur  p",  point  de  concours  de  d'c  ; 

sur  la  ligne  d'horizon  ; 

à  l'infini,  ainsi  que  d'c  qui  est 

un  point; 
à  l'infini,  ainsi  que  c^'c  ; 
sur  l'axe. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  d  est  parallèle  à  Pi,  elle  peut  être 
inclinée  de  45**  sur  Pj.  Sa  projection  centrale  sera  dans  ce  cas  D  ou  D'. 

neninrf|ue.  Le  lieu  géométrique  des  projections  centrales  c^c  de  toutes  les 
droites  également  inclinées  sur  Pj  et  qui  passent  par  le  pôle  est  une  circonfé- 
rence de  cercle  dont  p"  est  le  centre. 

Cette  circonférence  aura  DD'  pour  diamètre,  si  la  droite  d  rencontre  P.  sous 
un  angle  de  45". 


Kepréseutation  et  déterniination  du  plau. 


289.  Problème.  Un  plan  représenté  par  ses  deux  traces  Tj  et  T^ 
sur  deux p)lans  rectangulaires  Pg  et  I^,  trouver  sa  représentation  sur  le 
plan  défigure  Pj  à  Vaide  des  projections  centrales. 

Solution  (Ep.  204).  Le  plan  T  sera  suffisamment  représjuté  et 
déterminé  par  les  projections  centrales  de  deux  de  ses  droites. 

Au  lieu  de  représenter  deux  droites  quelconques  du  plan  T, 
construisons  les  projections  centrales  des  deux  traces  Tg  et  Tj. 

T2  est  sa  propre  projection  centrale;  celle  de  la  trace  Tj  passe 
par  m  et  sera  déterminée  par  la  projection  centrale  a'c  d'un  de  ses 
points  a'. 

Nommons  Te  et  Tic  les  deux  traces  centrales  du  plan  T. 

Tout  plan  T  est  donc  suffisamment  représenté  et  déterminé  par  ses 
deux  traces  centrales  Te  et  T,c. 


I 
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Ces  deux  traces  concourent  sur  Taxe  de  projection  au  point  où 
cet  ave  est  cou]h''  par  le  plan  T. 

290.  Limite  du  plan.  Un  plan  T  peut  être  considéré  comme 
engendré  par  une  droite  parallèle  à  T.^  qui  se  déplace  sur  T^  La 
position  limite  de  cette  génératrice  passe  \n\r  le  point  de  Tj  qui  est 
situé  à  rintini.  Ce  point  a  pour  projection  centrale  le  point  limite  F 
de  T,  et,  comme  la  génératrice  reste  parallèle  à  '\\,  donc  à  Pj,  elle 
aura  partout  pour  projection  centrale  d^  une  droite  Tj  parallèle  à 
sa  projection  orthogonale  d'\  donc  à  T. 

Cette  droite  L  parallèle  à  Te  menée  par  F,  la  projection  cen- 
trale sur  Pj  de  la  position  extrême  de  la  génératrice  du  plan,  sera 
la  limite  ou  la  lir/ne  limite  du  plan  'J\ 

Si  nous  ne  considérons  du  plan  T  que  la  partie  comprise  dans 
le  dièdre  +  P,  -j-  P2  nous  voyons  que  tout  point,  toute  ligne,  toute 
figure  de  ce  plan  doivent  se  projeter  centralement  dans  l'espace 
de  P2  limité  par  les  lignes  Te,  Tjc  et  FL. 

Ces  lignes  forment  les  limites  de  la  projection  centrale  du  plan 
donné  T. 

Des  dififérentes  positions  du  plan  par  rapport  aux  plans 
de  projection  T,  et  V,  et  au  pôle. 

P. I; 


être 


Un  plan  peut  (^ 


passer 


parallèle  à  )  P» 11  ; 

(l'axe III; 

1  P. IV; 

normal  à  <  P, V  ; 

(  1  axQ VI  ; 

par  l'axe VII  ; 

[  I',      .     .  VIII; 

parallèle  à  <  Pj     .     .  IX  ; 

'  l'axe  .    .  X  ; 

par  le  pôle  et  être  ^  [  P,     .     .  XI; 

normal  à      j  P,     .     .  XII; 

[  l'axe  .     .  XIII  ; 

quelconque    ....  XIV. 
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291.  Plan  parallèle  à  P,.  Un  plan  parallèle  à  P,  na  qu'une 
seule  trace  centrale  Te  parallèle  à  l'axe.  La  trace  Tjc  et  la  limite  L  du 
plan  se  confondent  avec  la  li(jnc  d'horizon,  et  réciproquement. 

En  effet,  le  plan  n'a  qu'une  trace  T.^  et  sa  trace  Tj  sur  Pi  est 
parallèle  à  Tg  et  située  à  Pinfini  dans  P,.  Les  projections  centrales 
de  T2  et  T,  sont  donc  Te  et  T,,  parallèle  à  l'axe  (281).  T,c  sera  sur 
la  ligne  d'horizon. 

292.  Plan  parallèle  à  \\  (Ep.  206).  Un  plan  parallèle  à  V^ 
n'a  qu'une  trace  centrale  Tjc  parallèle  à  V axe- de  projection,  et  récipro- 
quement. 

293.  Plan  parallèle  à  Taxe  de  projection  (Ep.  207).  Un  plan 
'parallèle  à  l'axe  de  projection  a  ses  deux  traces  centrales  Te  et  Tjc  pa- 
rallèles à  l'axe. 

Ces  deux  traces  forment  également  les  limites  de  la  projection 
centrale  du  plan. 

294.  Plan  normal  à  Pj  (Ep.  208).  Un  plan  normal  à  \\  a  sa 
trace  Te  normale  à  Vaxe,  et  réciproquement. 

295.  Plan  normal  à  P2  (Ep.  209).  Un  plan  normal  à  Vç,  a  sz 
trace  Te  quelconque  et  sa  trace  Tjc  qui  passe  par  p" ,  et  réciproquement. 

La  trace  Tj,  en  effet,  est  normale  à  Pj  et  se  projette  par  suite 
centralement  suivant  une  ligne  qui  passe  par  y. 

Exception.  Le  plan  normal  à  Pj  peut  être  parallèle  à  P,  (292). 

296.  Plan  normal  à  Taxe  (Ep.  210).  Un  flan  normal  à  l'axe 
a  sa  trace  Te  normale  à  Taxe  et  sa  trace  T,c  qui  passe  par  p" ,  et  réci- 
proquement. 

Ces  propriétés  sont  des  corollaires  des  deux  s;§  précédents. 

297.  Plan  passant  par  Taxe  (Ep.  211).  Un  plan  qui  passe  par 
Vaxe  a  ses  deux  traces  centrales  Te  et  T,c  situées  sur  l'axe,  et  récipro- 
quement. 

Un  tel  plan  est  suffisamment  représenté  si,  à  ses  deux  traces,  on 
joint  les  projections  centrales  d'un  quelconque  de  ses  points  non 
situé  sur  l'axe. 

298.  Plan  quelconque  passant  par  le  pôle.  Un  plan  qui  passe 
par  le  pôle  a  ses  deux  traces  Te  et  Tje  qui  se  confondent  en  uue  seule 
trace-douhle ,  et  réciproquement. 


k 
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Kii  t'ftet,  la  trace  T,  aura  sa  i>rojectioii  centrale  T,c  située  sur 
Te,  trace  de  T  sur  le  plan  de  ligure.  Un  tel  plan  est  déterminé  par 
sa  tracc-d'uble  et  i):ir  le  pôle. 

299.  Plan  passant  par  le  pôle  et  parallèle  à  P,  (Ep.  212). 
Un  tel  plan  devient  plan  (Choyi:un.  Il  a  ses  deux  traces  Te  et  T,c  qui 
se  confondent  avec  la  ligne  d'horizon,  et  réciproquement. 

Ca'^  particulier  d'un  plan  ])arallMe  à  P,. 

300.  Plan  passant  par  le  pôle  et  parallèle  à  \\  (Ep.  213). 
Un  tel  plan  n'a  pas  de  trace  '\\  et  sa  trace  T,c  est  situe'e  à  Vinjini. 

Ce  p'an  no  peut  pas  être  représenté  en  projections  centrales. 

301.  Plan  passant  par  le  pôle  et  parallèle  à  Taxe  de  pro- 
jection (Ep.  214).  Les  deux  traces  Te  et  Tje  se  confondent  en  une  trace- 
douhle  jjarallèle  à  Vaxe  de  projection,  et  réciproquement. 

Cette  trace-double  est  au-dessous  ou  au-dessus  de  la  ligne  d'ho- 
rizon, suivant  que  le  plan  est  considéré  dans  le  premier  ou  dans  le 
deuxième  angle-dièdre. 

La  trace-double  est  é'oignée  de  la  ligne  d'horizon  d'une  lon- 
gueur éga^e  à  la  distance  de^  à  Pg,  si  le  plan  est  incliné  de  45°  sur 
Pj  et  P,. 

Elle  est  sur  Taxe  ou  sur  la  ligne  d'horizon,  suivant  que  le  p'an 
passe  par  l'axe  ou  qu'il  est  parallèle  à  Pj. 

302.  Plan  passant  par  le  pôle  et  normal  à  P,  (Ep.  215). 
Tout  plan  normal  à  V^  et  qui  passe  par  le  pôle  a  sa  trace-double  nor- 
male à  Vaxe  de  projection,  et  réciproquement. 

En  effet,  tout  rayon  projetant  d'un  point  quelconque  de  T,  doit 
rencontrer  Pj  en  un  point  de  Te,  laquelle  se  confond  avec  Tg  normale 
à  l'axe. 

Suivant  qu'un  /  normal  à  P, /    La  trace-double     /      .  .  .  p" 

plan  normal  à  P,\  incliné  sur  /I5"  à  tlioite   )    normale  à  l'axe     JD  de  gauche; 
et  qui  passe    j     Pj  d'un      '  j  de  projection  passe) 

par  le  pôle  est  \    angle  de     '45°  à  gaunjie  par  >D'  de  droite, 

et  réciproquement. 

303.  Plan  passant  par  le  pôle  et  normal  à,  P2.  La  trace- dou- 
lie  d'un  tel  plan  se  confond  avec  T,c  qui  passe  par  p" ,  et  réciproquement. 
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Des  différentes  positions  que  deux  droites  peuvent  avoir  entre  elles. 


Deux  tlroites  peuvent  \      se  couper      j 


être  parallèles I. 

à  angle  droit H. 

sous  un  angle  quelconque     .     .  III. 

e  croiser IV. 


304.  Droites  parallèles  (Ep.  216).  >S'i  des  droites  a,  h,  d,  etc.. 
sont  parallèles,  les  projections  centrales  ac,  h,  de...  ainsi  que  les  pro- 
jections centrales  a\,  l\,  d\...  de  ces  droites  forment  deux  faisceaux 
de  rayons  qid  ont  four  centres  respectivement  les  points  F  et  F',  poiîits 
de  fuite  d'une  quelconque  des  droites  do?mées.  Ces  centres  sont  sur  une 
normale  à  la  ligne  d'horizon,  et  F'  est  sur  cette  ligne. 

En  effet  (275  et  276),  si  l'on  mène,  par  le  pôle,  une  droite  pa- 
rallèle aux  droites  proposées,  les  points  de  fuite  F  et  F'  de  cette 
droite  et  de  sa  projection  orthogonale  sur  Pi  sont  les  points  de  fuite 
respectivement  de  toutes  les  droites  du  système  et  de  leurs  projec- 
tions orthogonales  sur  Pi. 

Les  projections  a^,  hc,  de...  concourent  donc  au  point  F  et  for- 
ment un  faisceau  de  rayons  dont  F  est  le  centre. 

Les  projections  «'c,  Vc,  d\,  etc.  formeront  un  autre  faisceau  de 
rayons  dont  F'  est  le  centre. 

Comme  F  et  F'  sont  les  deux  points  de  fuite  d'une  seule  droite 
et  de  sa  projection  orthogonale  sur  Pi,  ces  points  sont  sur  une  nor- 
male à  la  ligne  d'horizon  et  F'  est  sur  cette  ligne. 

Réciproquement.  Si  les  2)>'oJectio?is  centrales  a^,  hc,  de...  ainsi 
que  les  projections  a\,  l'c  d'c...  de  plusieurs  droites  a,  b,d...  et  de  leurs 
projections  normales  sur  P,  forment  deux  faisceaux  de  ragons,  ayant 
respectivement  pour  centres  les  points  F  et  F',  si  la  droite  FF'  est  nor- 
male à  la  ligne  d'horizon  et  le  point  F'  sur  cette  ligne,  les  droites  a,  h,  d.., 
sont  parallèles . 

On  encore. 

Deux  faisceaux  de  rayons  a^,  h,  de...  a'c,  l'c,  d'c...  qui  ont  leurs 
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centres  F  ef  F'  sur  une  normale  à  la  ligne  d'horizon  et  le  centre  F'  sur 
cette  ligne,  peuvent  être  considérés  comme  les  projections  centrales  d^mie 
série  de  droites  parallèles  a,  b,  d...  et  des  projections  orthogonal  es  de 
ces  droites  sur  P,. 

En  effet,  les  centres  F  et  F'  étant  sur  une  normale  à  la  ligne 
d'horizon  et  F'  sur  cette  ligne,  ces  points  sont  les  points  de  fuite 
d'une  certiiine  droite  menée  par  le  pôle.  Comme  toutes  les  droites 
données  a,  h,  d...  ont  les  points  F  et  F'  pour  points  de  luite,  il  faut 
qu'elles  soient  parallèles  à  la  droite  menée  par  le  pôle  qui  a  donné 
ces  points. 

305.  Remarque  I,  Les  projections  centrales  nie,  ne  et  m'c,n'c 
de  deux  droites  parallèles  m  et  n  se  coupent  aux  quatre  points 
A,B,C,D  (Ep.  217). 

Si,  sur  ces  quatre  points,  on  construit  un  quadra^igle  complet  i*)^ 
la  ligne  FF'  sera  coupée  par  les  côtés  AC  et  BD  aux  points  H  et  G 
qui,  avec  F  et  F',  forment  lajîgure  harmonique  FF'GH  (*).  Les  deux 
points  F  et  F'  de  cette  figure  sont  séparés  harraoniqueraent  par  les 
points  G  et  H,  et  le  rapport  anharmonique  de  ces  éléments  est  con- 
stant et  égal  à — 1 . 


(*)  Quatre  points  A,B,C,D,  dont  trois  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  constituent 
un  quadrangle  complet.  Les  points  A,B,C  et  D  sont  les  sommets,  et  les  côtés  du 
quadrangle  sont  les  six  droites  qui  joignent  les  sommets  deux  à  deux. 

(')  D'après  le  Théorème  de  Staudt  (Géométrie  der  Lage),  si  l'on  unit  les 
points  de  concours  F  et  F'  des  côtés  opposés  du  quadrangle  par  une  droite,  cette 
droite  sera  coupée  par  les  côtés  AC  et  DC  en  des  points  G  et  H  tels,  que  trois  de 
ces  points  déterminent  toujours  le  quatrième.  De  quelque  manière  que  l'on  fasse 
varier  le  quadrangle  ABCD ,  pourvu  que  AD  et  BC  concourent  en  F,  AB  et  DC 
en  F',  et  que  AC  passe  par  G,  le  quatrième  côté  DB  passera  toujours  par  H. 

Ces  quatre  points  F, F', G  et  H  sont  nommés  harmoniques  et  constituent 
une  forme  harmonique. 

La  droite  qui  passe  par  ces  points  est  divisé  harmoniquement  en  ces  points. 

On  appelle  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite  A,B,C,D 
le  double  rapport  ^^  :  ^. 

D'après  un  corollaire  du  Théorème  de  Pappus,  on  établit  que  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  éléments  harmoniques  est  égal  à  l'unité  négative. 
Ce  rapport  est  désigne  par  le  symbole  (ABCD). 


On  aura  :  fr^  :  fl}j=  -  1  =  {VV'Gll). 

Remarques  II.  Un  système  tic  droites  parallèles  peut  occuper 
différentes  positions  par  rapport  à  P,  et  P,.  Pour  chacune  d'elles  les 
positions  des  po.'nts  F  et  F'  varient. 

Un  système  de  droites  parallèles  peu':  être  : 

I.  Parallèle  à  P,  (Ep.  218).  Les  points  de  fuite  F  et  F'  coïn- 
cident sur  la  ligne  d'horizon. 

II.  Pamllèh  à  I\  et  incliné  de  4.';"  sur  P^  (Ep.  219).  Les  points 
F  et  F'  coïncident  sur  la  ligne  d'horizon  avec  D  ou  avec  D',  suivant 
que  les  droites  sont  inclinées  do  gauche  et  de  droite  sur  \\. 

m.  Parallèle  à  Po.  Les  projections  centrales  «c,  ^c,  de...  sont 
parallèles  entre  elles  et  les  projections  o'c,  l'c,  à\  parallèles  à  l'axe 
de  projection  (277). 

IV.  Parallèle  à  Taxe  (Ep.  220).  Les  projections  centrales  «c,  ^c--. 
cl  ft'c,  ^'c-..  sont  parallèles  à  Taxe. 

V.  Normal  à  V^  (Ep.  221).  Les  projections  centrales  «,-,  ^c. 
sont  normales  à  l'axe,  et  les  projections  «'c,  Vc  sont  des  points  situés 
sur  les  prolongements  des  projections  «e,  ^c-.- 

VI.  Normal  à  P,  (Ep.  222).  Les  points  de  fuite  F  et  F'  coïn- 
cident avec  7;". 

VIL  Normal  à  Taxe  (Ep.  223).  Le  point  de  concours  F'  des 
projections  «'c,  V^...  sera  le  point  y,  et  le  point  de  concours  des 
projections  «c,  ^c---  un  point  F  de  la  normale  abaissée  de^/'  sur  l'axe. 

Remarque.  Si  les  droites  a,  h,  d,  etc..  normales  à  l'axe  sont 
prolongées  jusqu'à  cet  axe,  les  projections  centrales  «c,  ^c,  d^,...  et 
«cj  ^'c,  d\...  forment  i\Q\w  faisceaux  de  rayons 2^erspectifs  (*). 

La  ligne  F'F  sera  un  rayon  uni  de  ces  faisceaux. 

En  effet,  ces  deux  faisceaux  projettent  la  même  ponctuelle 
m,  n,  r,  z  de  deux  centres  différents,  et  les  rayons  correspondants 
F's  et  Fs  coïncident. 

(*)  En  f/coynétrie  de  position,  deux  faisceaux  de  rayons  sont  ■perspectifs 
lorsqu'ils  projettent  une  même  ponctuelle  de  deux  centres  difTérents. 

Les  rayons  correspondants  de  ces  faisceaux  sont  les  droites  qui  partent  des 
mêmes  points  de  la  ponctuelle  et  aboutissent  aux  deux  centres. 

Les  l'ayons  correspondants  en  ligne  droite  sont  les  rayons  unis  dusystùme. 

9. 
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306.  Droites  qui  se  coupent  (Ep.  224).  &'i  deux  droites  se 
coupent,  h'ui's  projections  centrales  de  même  nom  se  coupent  en  des  i^oiiiis 
qui  se  trouvent  unis  par  une  normale  à  Vaxe  de  projection,  et  récipro- 
quement. 

En  effet,  le  point  de  rencontre  i  des  deux  droites  «  et  i  de  l'es- 
pace doit  avoir  sa  projection  centrale  ic  sur  a^  et  Je,  et  sa  projection 
centrale  i'c  sur  a'c  et  h'c . 

ic  et  i'c,  projections  centrales  d'un  seul  et  même  point  de  l'es- 
pace, doivent  se  trouver  sur  une  normale  à  l'axe  de  projection. 

307.  Droites  perpendiculaires  entre  elles.  La  simple  inspec- 
tion de  l'épure  ne  suffit  pas  pour  juger  de  la  valeur  de  l'angle  sous 
lequel  deux  droites  se  coupent. 

Si  les  deux  droites  d  et/ sont  situées  dans  un  plan  parallèle 
à  Pj,  dans  un  plan  de  front,  les  projections  d'c  et/'c  se  confondent 
en  une  parallèle  à  l'axe  et  les  projections  d^  et  /'c  se  coupent  sous 
un  angle  droit. 

308.  Droites  qui  se  croisent  (Ep.  225).  Si  deux  droites  se 
croisent,  les  projections  centrales  de  ces  droites  ne  jouissent  pas  des 
propriétés  qui  caractérisent  des  droites  parallèles  ou  des  droites  qui 
se  coupent. 

Les  projections  centrales  de  même  nom  de  ces  droites  se  coupent 
donc  en  des  points  qui  ne  sont  pas  situés  sur  une  même  normale  à 
l'axe  de  projection. 


Des  différeiiles  positions  d'une  droite  à  l'égard  d'un  plan. 


i  située  dans        l I. 
parallèle  à        '     un  plan II. 
normale  à         i III 


309.  Droite  située  dans  un  plan  (Ep.  226).  Une  droite  située 
dans  un  plan  a  les  2)rojections  centrales  de  ses  traces  sur  les  traces  de 
même  nom  du  plan,  et  son  jioint  limite  F  sur  la  droite  limite  L  du  plan. 
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Il  est  évident  que  les  projections  centrales  des  traces  de  la 
droite  d  ne  peuvent  être  situées  que  sur  les  traces  de  même  nom 
du  plan. 

Si  Ton  prolonge  la  droite  d'indéfiniment,  on  peut  considérer  le 
plan  T  comme  engendré  par  une  droite  parallèle  à  Te  se  mouvant 
sur  d.  La  position  limite  de  la  génératrice  Te  passera  par  le  point  à 
l'iniini  sur  d,  et  par  suite,  la  projection  centrale  de  cette  génératrice 
limite,  la  droite  limite  L  du  plan,  passera  par  la  projection  centrale 
du  point  limite  de  d^  le  point  de  fuite  F  de  la  droite  d. 

Cas  particuliers.  \.  La  droite  d  du  'plan  T  est  parallèle  à  Pg 
(Ep.  227). 

La  projection  centrale  d^^  sera  parallèle  à  Te  et  la  projection  d'c 
parallèle  à  l'axe  de  projection.  La  seule  trace  a^,  de  la  droite  est  sur 
Tic  et  sera  le  point  de  rencontre  de  de  et  d'^. 

IL  La  droite  d  du  plan  T  est  parallèle  à  Pi  (Ep.  228). 

Une  droite  d  du  plan  T  et  parallèle  à  Pi  sera  parallèle  à  Ti  ; 
elle  aura  ses  deux  projections  centrales  d^  et  d'c  qui  concourent  avec 
Tic  sur  la  ligne  d'horizon.  La  trace  Je  de  la  droite  sera  située  sur  la 
trace  Te  du  plan. 

310.  Droite  parallèle  à  un  plan.  La  simple  inspection  de 
l'épure  ne  suffit  pas  pour  reconnaître  si  une  droite  est  parallèle  à  un 
plan.  Il  faut  vérifier  si  la  droite  donnée  est  parallèle  à  une  droite  du 
plan.  Nous  prouverons  (319)  que  si  une  droite  est  parallèle  à  un 
plan  son  point  de  fuite  F  sera  sur  la  ligne  limite  du  plan.     . 

311.  Droite  normale  à  un  plan.  L'épure  ne  fournit  aucun 
indice  pour  reconnaître,  à  la  simple  inspection,  si  une  droite  donnée 
est  normale  à  un  plan  donné. 

Des  différentes  positions  que  denx  plans  peuvent  avoir  entre  eux. 


sont  parallèles , I. 

Deux  plans  )  ou  se  coupent  sous      \    (ii;elcor.(iiic H. 

un  angle  j    dioit III 
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312.  Plans  parallèles  (Ep.  229).  Dcnx  2)lans  farallèles  T  et  S 
ont  même  ligne  limite,  leurs  traces  Te  et  Se  ^Jfl?'a^/tV(?^,  et  leurs  traces 
T,e  et  Sjc  qui  concourent  avec  la  litjnc  limite  en  iinj^oint  de  la  li/jne 
d'horizon,  et  réciproquement. 

En  effet,  les  deux  plans  parallèlos  T  et  S  coupent  P,  suivant 
Te  et  Se  parallèles.  Les  traces  T,  et  S;  sur  P,  étant  parallèles,  les 
projections  centrales  T,e  et  Sic  concourent  en  un  point  F'  de  la  ligne 
d'horizon,  point  par  lequel  passe  la  ligne  L  de  T  et  L'  de  S.  Or  les 
lignes  L  et  L'  se  confondent  comme  étant  paraUèlcs  à  Te  et  Se  qui 
le  sont  également. 

313.  Plans  non  parallèles.  Si  deux  plans  se  coupent,  les  traces 
centrales  de  même  nom.,  en  général,  se  coupent. 

Cas  particuliers.  I.  Si  les  traces  sur  Pg  sont  parallèles  et  si 
les  traces  centrales  Tjc  et  Sjc  se  coupent  en  nn  p>oint  non  situé  sur  la 
ligne  d'horizon,  les  deux  j^la^is  se  coupent  suira/it  une  droite  parallèle 
à  Pj  (Ep.  230). 

La  projection  ic  de  cette  droite  est  parallèle  aux  traces  Te  et  Se, 
la  projection  i'c  est  parallèle  à  l'axe,  et  les  deux  projections  ic  et  ^'e 
se  coupent  en  un  point  «'c,  projection  centrale  de  la  trace  i  sur  Pj  et 
point  de  rencontre  des  deux  traces  Tjc  et  S,c  des  deux  plans  S  et  T. 

IL  Si  les  traces  Tjc  et  Sjc  concourent  sur  la  ligne  d'horizon  et  que 
les  traces  Te  et  Se  se  coupent,  les  deux  ]}lans  se  coupent  suivant  une 
droite  parallèle  à  Pj  (Ep.  231). 

Les  deux  projections  4  et  i\  de  la  droite  d'intersection  con- 
courent au  point  de  concours  F'  des  traces  Tjc  et  Sjc  des  deux  plans, 
ic  passe  par  hc  et  i'c  par  i'c,  projections  centrales  de  la  trace  de  i 
sur  Pj. 

314.  Plans  perpendiculaires.  On  ne  peut  reconnaître,  à  la 
simple  inspection  des  traces  de  deux  plans,  la  valeur  de  l'angle  sous 
lequel  deux  plans  se  coupent. 

Nous  distinguons  toutefois  les  deux  cas  particuliers  suivants  : 
I  Cas.  Les  deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux  et i^erpien- 

diculaires  au  plan  de  Jigure  P,  (Ep.  232). 

Les  traces  Tic  et  Sic  concourent  au  point  y  et  les  traces  Te  et 

Se  se  coupent  à  angle  droit. 
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L'angle  des  tiaces  Te  et  Se  est,  en  effet,  ranglc  plan  correspon- 
dant du  dièdre  des  deux  plans  donnés. 

II  Cas.  Les  deux  fia  lia  sont  payendiadaircs  entre  eux  et  Vtiii  des 
deux  est  normal  à  P,  (Ep.  233). 

Si  des  deux  plans  T  et  S  perpendiculaires  entre  eux,  le  plan  T 
est  normal  à  P„,  les  traces  Te  et  Se  se  couperont  à  angle  droit,  la 
trace  Tj,-  passe  par;>"  et  la  trace  Sjo  a  une  direction  (quelconque. 


I 


Chapitre  II. 


rroblèmes.  —  Applications. 


314.  Premier  problème  fondsimenteil.  j^tanl  données  les  pro- 
jections centrales  d'une  droite,  construire  les  j)roJectio7is  centrales  des 


traces  de  cette  droite  sur  \\  et  Pj. 


Pour  la  solutioi),  voir  les  §§  273  et  274. 

Applications. 


315.  Problème  l.Par  un  point  donné  sur  la  trace  Te  d'un  plan, 
mener  une  droite  parallèle  à  la  trace  T^c  de  ce  jûan. 

Solution  (Ep.  234).  Le  point  donné  a  est  situé  dans  Pg,  donc 
a^  est  sur  Te  et  a\  sur  Taxe  de  projection. 

La  droite  d  à  mener  par  a  parallèlement  à  Tic  aura  ses  deux 
projections  qui  concourent  avec  Tj,  et  L  au  point  F'  de  la  ligne 
d'iiorizon. 

316.  Problème  II.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  flan  normal 
à  Vi^puis  un  plan  normal  à  Pj. 

I.  Plan  normal  à  P,  (Ep.  235).  Tout  plan  normal  à  Pj  a  sa 
trace  Te  normale  à  Taxe.  La  trace  Te  du  plan  demandé  passera  donc 
par  la  trace  h^  de  la  droite  et  sera  normale  à  l'axe.  La  trace  T,c  coupe 
Te  sur  l'axe  et  passe  par  la  trace  «'e  de  la  droite. 

Les  deux  points  F  et  F'  de  la  droite  doivent  se  trouver  sur  la 
ligne  limite  L  du  plan,  kiquollc  droite  est  normale  à  l'axe. 

IL  Plan  normal  à  V^  (Ep.  236).  La  trace  Tjc  du  plan  demandé 
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doit  passer  par  la  trace  de  même  nom  fl'c  de  la  droite  et  par  ^",  elle 
est  donc  déterminée.  La  trace  Te  passe  par  la  trace  hc  do  la  droite 
et  doit  rencontrer  T,c  sur  l'axe  de  projection. 

Vérifications.  Le  point  limite  F  de  la  droite  doit  se  trouver 
sur  la  droite  limite  L  du  plan. 

317.  Problème  III.  Vérifier  si  une  droite  donnée  est  située  dans 
lin  plan  donné. 

Solution.  Les  projections  centrales  des  traces  de  la  droite  sont 
sur  les  traces  centrales  de  même  nom  du  plan.  Le  point  de  fuite  F 
de  la  droite  sera  sur  la  ligne  de  fuite  L  du  plan  et  le  point  F'  sur  la 
ligne  d'horizon. 

318.  Problème  IV.  Vérifier  si  un  point  donné  est  situé  dans  un 
p)lan  donné. 

Solution.  I  Cas  (Ep.  237).  Par  le  point  donné  m,  on  mène  une 
droite  parallèle  à  la  trace  Te  du  plan.  Si  cette  droite  est  dans  le 
plan,  le  point  m  l'est  également.  La  droite  est  dans  le  plan,  si  sa 
trace  rt'e  est  sur  la  trace  Tic  du  plan. 

2™®  Cas  (Ep.  238).  Par  le  point  m,  on  mène  une  droite  paral- 
lèle à  la  trace  T,c  du  plan.  Les  deux  projections  de  cette  droite  con- 
courent avec  Tic  en  F'  sur  la  ligne  d'horizon.  Si  la  seule  trace  le  de 
cette  droite  est  sur  la  trace  de  même  nom  Te  du  plan,  la  droite  et 
par  suite  le  point  donné,  sont  dans  le  plan. 

319.  Problème  V.  Vérijer  si  une  droite  donnée  est  parallèle  à  un 
plan  donné. 

Solution  (Ep.  239).  Sur  Te  du  plan,  on  prend  un  point  l,  par 
lequel  on  mène  une  droite  e  parallèle  à  la  droite  donnée  d.  Les  pro- 
jections de  même  nom  de  ces  droites  passeront  par  les  points  F  et 
F'  de  la  droite  donnée. 

Si  le  point  de  concours  a\  des  deux  projections  centrales  de  e 
se  trouve  sur  la  trace  Tic  du  plan,  la  droite  e  est  dans  le  plan  et  la 
droite  d  lui  est  parallèle. 

Remarque.  Si  e  se  trouve  dans  le  plan  donné,  le  point  limite  F 
sera  sur  la  ligne  limite  L  du  plan.  Comme  le  point  F  appartient  éga- 
lement à  la  droite  d  nous  voyons  : 

2'"'^  Solution.  Qu'une  droite  quelconque  est  parallèle  à  un  plan 
donné,  si  son;point  de  fuite  F  est  sur  la  ligne  limite  L  de  ce  plan. 
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320.  Problème  VI.  Pai'  deux  ih-ùiles  qui  se  coupent ,  faire  passer 
vu  plan. 

Solution  lEp.  240).  On  conslniit  les  i^rojcclions  centrales  des 
traces  des  deux  droites  sur  P.,  et  P,.  Les  traces  centrales  du  plan 
passeront  par  les  projections  centrales  des  traces  de  même  nom  de 
la  droite. 

Vérifications.  Les  traces  centrales  du  plan  se  couperont  sur 
Taxe  de  projection.  Le  point  limite  F  de  chacune  des  deux  droites 
se  trouvera  sur  la  ligne  limite  L  du  plan. 

321.  Problème  VII.  Mener  un  plan  par  deux  droiles  qui  se 
coupciti  et  dont  Vuiie  est  paralUh  à  P,  et  l'autre  au  2)Ian  de  Jigure  Pg. 

Solution  (Ep.  241).  La  droite  <?  étant  parallèle  à  Pi,  la  trace 
Tic  du  plan  passera  par  a\  de  d  et  par  le  point  de  fuite  F'  de  e.  La 
trace  Te  coupe  Tic  sur  Taxe  et  sera  parallèle  à  ^Z,-,  puisque  d  est 
parallèle  à  P,. 

322.  Problème  VIII.  Par  deux  droites  jjaralïèles^  faire  passer 
un  plan. 

Solution  (Ep.  242).  On  détermine  les  projections  centrales  des 
traces  des  deux  droites  sur  Pj  et  P,.  Les  traces  centrales  du  plan 
passeront  par  les  traces  de  même  nom  des  deux  droites. 

Vérifications.  Les  traces  Te  et  T,c  du  plan  se  coupent  sur  Taxe 
de  projection.  La  ligne  limite  L  du  plan  passera  par  le  point  de  fuite 
F  de  chacune  des  deux  droites  et  sera  parallèle  à  Te. 

323.  Problème  IX.  Par  trois  points  non  en  ligne  droite,  faire 
passer  un  plan. 

Solution  (Ep.  243).  Par  les  points  n  et  r,  on  fait  passer  une 
droite.  Par  le  point  ra,  on  mène  une  droite  parallèle  à  nr.  Ces  deux 
droites  parallèles  déterminent  le  plan. 

2"^^  Solution.  On  unit  n  et  r  par  une  droite  ;  par  m  et  r  on  fera 
passer  une  deuxième  droite.  Ces  deux  droites  qui  se  coupent  déter- 
minent le  plan. 

324.  Problème  X.  Par  un  point  et  une  droite,  faire  passer 
un  plan. 

Solution.  Par  le  point  m  on  mène  une  droite  parallèle  à  la 
droite  donnée  nr.  Ces  deux  droites  déterminent  le  plan. 


1 
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325.  Problème  XI.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  iiilan  fja- 
rallèle  à  une  autre  droite  donnée. 

Solution.  Par  un  point  de  la  première  droite,  on  mène  une 
droite  parallèle  à  l'autre.  Ces  deux  droites  déterminent  le  plan  de- 
mandé. 

Vérification.  La  ligne  limite  du  plan  passera  par  le  point  de 
fuite  F  de  la  droite  à  laquelle  le  plan  doit  être  parallèle. 

326.  Problème  XII.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  pa- 
rallèle à  l'axe  de  projection. 

Solution  (Ep.  244).  Les  traces  du  plan  sont  parallèles  à  l'axe 
de  projection  et  passeront  par  les  projections  centrales  des  tracs  de 
même  nom  de  la  droite  donnée. 

327.  Problème  XIII.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  paral- 
lèle à  deux  droites  données  f  et  d. 

Solution.  Par  le  point,  on  mène  une  droite  parallèle  à /et  une 
autre  droite  parallèle  à  d.  Ces  deux  droites  déterminent  le  plan 
demandé. 

328.  Problème  XIV.  Par  imi^oint  donné,  mener  un  plan  paral- 
lèle à  un  plan  donné. 

Solution  (Ep.  245).  Par  le  point  donné,  on  mène  une  droite 
parallèle  à  une  droite  du  plan  donné.  Le  plan  demandé  contiendra 
cette  droite  et  ses  traces  centrales  passeront  par  les  traces  de  même 
nom  de  la  droite.  Comme  les  deux  plans  sont  parallèles,  les  deux 
traces  Te  et  Se  sont  parallèles  et  les  traces  Tic  et  Sic  concourent  sur 
la  ligne  d'horizon. 

Nous  avons  pris  pour  ligne  auxiliaire  une  droite  parallèle  à  la 
trace  Te  du  plan  donné. 

329.  Problème  XV.  Etant  donnés  un -plan  et  Vune  des  projec- 
tions centrales  d'une  droite  sitîiée  dans  ce  jilan,  construire  Vautre  pro- 
jection de  cette  droite. 

1°  On  donne  la  projection  de  de  la  droite. 

Solntion  (Ep.  246).  La  trace  le  de  la  droite  se  trouve  au  point 
de  rencontre  de  de  avec  Te.  La  trace  a'c  au  point  de  rencontre  de  de 
avec  Tie. 

La  projection  d'c  de  la  droite  passera  par  a'c  et  par  le  pied  de 
Bbeithof.  Géom.  descbipt.  III.  10 


—     IIG     — 

la  normale  abaissée  de  la  trace  h,  sur  l'axe.  Le  point  de  rencontre 
de  (h  avtc  L  est  le  point  de  tiiitc  F  de  la  droite  d. 

2°  Oii  donne  la  projection  d'c  de  la  droite,  construire  la  p)'oJec- 
tioii  d,. . 

Solution  ^Ep.  247).  Le  point  de  rencontre  de  T,(.  avec  la  projec- 
tion d\.  de  la  droite  est  un  premier  point  de  la  projection  de.  La  nor- 
male à  la  ligfne  d'horizon  menée  par  F'  rencontre  la  li^iu?  limite  L 
du  ])lan  en  F  qui  est  le  point  limite  de  la  droite,  donc  un  deuxième 
point  de  de.  La  droite  de  ainsi  déterminée  rencontre  Te  en  ^c,  point 
qui  sera  sur  une  normale  à  Taxe  élevée  au  point  de  rencontre  de 
d'c  avec  l'axe  de  projection. 

330.  Problème  XVI.  Jitant  donnés  un  plan  et  la  projection  nie 
d^un  point  m  siln.é  dans  ce  plan,  construire  la  projection  m\,  de  ce^mint. 

Solution  (Ep.  248).  Par  la  projection  m,,  du  point,  on  mène  une 
parallèle  à  la  trace  Te.  Cette  parallèle  sera  la  projection  centrale  d^ 
d'une  droite  du  plan.  La  jn-ojcction  d',  de  cette  droite  sera  parallèle 
à  Taxe  et  passera  par  le  point  de  rencontre  a'c  de  d^  avec  Tic. 


331.  Deuxième  problème  fondamental.  Etant  données  les  pro- 
jections centrales  des  traces  d'une  droite  sur  P,  et  V^,  construire  les 
projections  centrales  de  cette  droite. 

Solution  (Ep.  249).  La  projection  d\  de  la  droite  passe  par  la 
projection  centrale  a'c  de  la  trace  do  la  droite  sur  Pi  et  par  la  trace 
hc  de  la  dj-oite  sur  P.,.  La  projection  d^  est  déterminée  par  a\  et 
par  h\ . 

332.  Troisième  problème  fondamental.  Construire  les  projec- 
tions centrales  de  la  droite  d'intersection  de  deux  plans. 

Solution  (Ep.  250).  Le  point  de  rencontre  des  traces  Se  et  T^. 
des  deux  plans  est  la  projection  centrale  Je  de  la  trace  de  la  droite 
d'intersection  des  deux  plans  sur  Pj.  Le  point  de  rencontre  des  deux 
traces  Sjc  et  Tie  est  la  projection  centrale  a\  de  la  trace  de  la  droite 
sur  Pi. 

Connaissant  les  projections  centrales  des  traces  de  la  droite  sur 
Pj  et  P,,  cette  droite  est  déterminée. 
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Vérification.  T>a  droite  étant  d:ins  le  plan  T,  son  point  de  fuite 
F  sera  sur  la  ligue  limite  L  de  ce  plan.  Ce  même  point  sera  sur  la 
ligne  limite  L'  du  p^an  S,  puisque  la  droite  est  également  dans  ce 
dernier  plan. 

Donc  :  Si  deux  phuis  se  coupent,  les  lignes  limiles  de  ces  plans 
concourent  avec  la  droite  d'intersection  au  j^oint  de  fuite  F  de  cette  droite. 

Cas  facile.  Si  Tun  des  plans  passe  par  le  pôle,  il  n'a  qu'une 
trace-douhle  qui  sera  en  même  temps  la  projection  centrale  d^  de  la 
droite  d'intersection  des  deux  plans. 

Cas  embarrassants.  La  solution  du  problème  devient  embar- 
rassante, si  l'on  ne  possède  pas  les  traces  des  deux  plans  ou  de  l'un 
d'eux,  ou  bien  si,  tout  en  les  possédant,  on  ne  peut  s'en  servir. 

Dans  un  tel  cas,  on  emploie  la  solution  générale  du  §  204. 


Applications. 


333.  Problème  XVII.  Construire  la  droite  d'intersectio.i  d'un 
2}lai  an'C  un  plan  qui  passe  par  le  centre  de  frojection. 

Solution  (Ep.  251).  Le  plan  T  qui  passe  par  le  pôle  n'a  qu'une 
trace-double  Tic  T^.  La  i)rojection  dç,  de  la  droite  d'intersection 
des  deux  plans  T  et  S  coïncide  avec  cette  trace-double.  La  projec- 
tion d'c  passera  par  a\.  et  par  le  pied  de  la  normale  abaissée  de  hc  sur 
l'axe. 

Vérification.  Le  point  de  fuite  F  de  la  droite  est  situé  sur  la 
ligne  limite  L  de  S,  sur  d,-  et  sur  la  trace-double  du  plan  T,  laquelle 
est  également  sa  limite. 

334.  Problème  XVIII.  Construire  la  droite  d'intersection  d'un 
plan  arec  un  autre  plan,  qui  passe  par  le  pôle  et  qui  est  normal  à  P,. 

Solution  (Ep.  252).  Un  plan  qui  passe  par  le  pôle  et  qui  est 
normal  à  Pj  a  sa  trace-douMc  normale  à  Taxe  de  projection. 

La  droite  d'intersection  des  deux  plans  aura  ses  deux  projec- 
tions qui  se  confondent  sur  la  trace-double  du  plan  T. 

335.  Problème  XIX.  Construire  la  droite  d'intersection  d'un 
j)lan  avec  un  plan  qui  passe  2^(1^'  le  pjle  et  qui  est  normal  à  P.^. 


I 
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Solution.  I,a  trace-double  du  plan  Donnai  à  P^  et  passant  par 
le  pôle  passe  par  j^", 

336.  Problème  XX.  Construire  la  droite  d' intersection  d'un  plan 
avec  un  plan  T  qui  passe  par  le  pôle  et  qui  est  normal  à  l'axe. 

Voir  la  solution  du  §  (334).  La  trace-double  du  plan  T  passe 
par  7/'  et  est  normale  à  Taxe  de  projection. 

337.  Problème  XXI.  Construire  la  droite  d"" intersection  d'un 
plan  arc  un  pi  a//  T  qui  passe  j^ar  le  pôle  et  qui  est  parallèle  à  P,. 

Solution  (Ep.  254K  La  trace-double  du  plan  T  sera  la  ligne 
d'horizon,  sur  laquelle  se  trouvera  la  projection  centrale  de  de  la 
droite  d'intersection.  La  projection  d'c  passe  par  h\.  et  par  le  point 
de  rencontre  a'c  de  S,r  avec  la  ligne  d'horizon. 

338.  Problème  XXII.  Construire  la  droite  d'intersection  d'un 
plan  avec  un  2)lan  T  qui  2)asse  par  le  2)ôle  et  qui  est  parallèle  à  l'axe  de 
projection. 

Solution  (Ep.  255).  La  trace-double  Te  Tjc  sera  parallèle  à 
l'axe  de  projection.  Elle  se  confondra  avec  la  projection  de  de  la 
droite  d'intersection.  Le  point  de  fuite  F  de  cette  droite  sera  sur  Te 
et  sur  la  ligne  L  du  plan  S.  La  projection  d'c  de  la  droite  d'intersec- 
tion se  construit  comme  au  ^  332. 

339.  Problème  XXIII.  Construire  la  droite  d'intersection  d'un 
plan  avec  un  plan  parallèle  à  Pj. 

Solution  (Ep.  256).  Le  plan  parallèle  à  P,  coupera  le  plan  S 
suivant  une  droite  d  parallèle  à  Pj  et  à  la  trace  Si  de  ce  plan.  Les 
deux  projections  centrales  de  d  auront  même  point  de  fuite  F'  que 
Sic  et  passent,  Tune  par  hc-,  l'autre  par  1^. 

340.  Problème  XXIV.  Construire  la  droite  d'intersection  d'un 
plan  avec  un  plan  parallèle  à  P,. 

Solution  (Ep.  257).  Le  plan  parallèle  à  Pg,  un  plan  de  front, 
n'a  qu'une  trace  Sic.  Ce  plan  S  coupera  le  plan  T  suivant  une  droite 
parallèle  à  P2  et  à  la  trace  Te.  Les  deux  projections  centrales  de 
cette  droite  passent  par  a'c  et  sont  respectivement  parallèles  aux 
projections  de  même  nom  de  la  trace  T2.  de  sera  donc  parallèle  à  Te 
et  d'c  parallèle  à  l'axe. 

341.  Problème  XXV.  Construire  la  droite  d'intersection  d'un 
2)lad  avec  un  plan  parallèle  à  Vaxe  de  projection. 
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Solution  (Ep.  258).  Les  deux  traces  Te  et  Tm  du  plan  T  paraV 

lèle  à  Taxe  sont  parallèles  à  cette  ligne. 

Ponr  la  constrnction  de  la  droite  d'intersection  d,  et  les  vérifi- 
cations, voir  le  §  333. 

342.  Problème  XXVI.  Constndre  la  droite  d'intersection  d'un 
plan  avec  ttu  plan  normal  à  Pp 

Solution  (Ep.  259).  Voir  la  solution  et  les  vérifications  du  pro- 
blème foiulanieiital. 

343.  Problème  XXVII.  Construire  la  droite  d'intersection  d'un 
plan  avec  nn^ilaii  normal  à  Pj. 

Solution.  Voir  solution  générale. 

344.  Problème  XXVIII.  Construire  la  droite  d'intersection  d'un 
plan  arec  un  plan  normal  à  l'axe  de  projection. 

Solution  (Ep.  260).  Le  plan  T  normal  à  l'axe  a  sa  trace  Te  nor- 
male à  l'axe  et  sa  trace  Tjc  qui  passe  par  ;/'. 

La  projection  centrale  d'^  de  la  droite  d'intersection  des  deux 
l)lans  se  trouve  sur  Tic. 

345.  Problème  XXIX.  Construire  la  droite  d'intersection  de 
deux  plans  dont  les  traces  sur  Pj  sont  parallèles. 

Voir  la  solution  générale. 

346.  Problème  XXX.  Construire  la  droite  d'' intersection  de  deux 
2)lans  dont  les  traces  T,c  et  Sjc  concourent  sur  la  ligne  d'horizon. 

Solution.  Voir  la  solution  générale. 

347.  Problème  XXXI.  Construire  la  droite  d'intersection  de 
de2ix  plans  jierpendiculaires  à  Pj. 

Solution.  Cas  particulier  du  problème  XXIX. 

348.  Problème  XXXII.  Construire  la  droite  d''intersection  de 
deux  plans  perpendiculaires  aV^- 

Solution.  Cas  particulier  du  problème  XXX. 

349.  Problème  XXXIII.  Construire  la  droite  d'intersection  de 
deux  plans  sans  faire  usage  des  points  de  rencontre  des  traces. 

Solution  (Ep.  261).  On  coupe  les  deux  plans  S  et  T  par  une 
série  de  plans  parallèles  à  P,.  Chacun  de  ces  plans  coupera  les  deux 
plans  l'un  suivant  une  droite  parallèle  à  S,,  l'autre  suivant  une  pa- 
rallèle àTj.  Les  points  de  rencontre  fournis  par  les  droites  obtenues 
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par  un  seul  et  iiu'-me  plan  auxiliaire  api)artieunont  à  la  droite  crin- 
tersectioii  dos  deux  plaus  S  et  T. 

Vérifications.  1)  (abaque  point  obtenu  i)ar  la  solution  précé- 
dente aura  ses  deux  projections  centrales  unies  par  une  normale  à 
Taxe  de  projection. 

2)  Les  projections  de  mi-nie  nom  de  tous  ce^  points  sont  en 
ligne  droite. 

3)  La  droite  d'intersection,  suffisamment  prolongée,  a  ses  deux 
projections  centrales  qui  concourent  au  point  de  rencontre  des  traces 
S,c  et  T,r  des  deux  plans. 

4)  Le  point  de  fuite  F  de  la  droite  sj  ti-ouve  avec  F'  sur  une 
normale  à  la  ligne  d'horizon,  et  coïncidera  avec  le  point  de  rencontre 
des  deux  lignes  de  limites  des  deux  plans. 

Deuxième  solution.  On  coupe  les  deux  plans  par  une  série  de 
plans  auxiliaires  parallèles  à  P.,. 

350.  Problème  XXXIV.  Constrnire  la  droile  d'intersection  de 
de2(X  2)IaHS  dont  Ict;  traces  se  coiq)e/ii  tons  en  un  même  imnt  de  Vaxe  de 
2)/'OJectioii. 

Solution  dans  Tespace.  On  coupe  les  dtux  plans  par  une  série 
de  plans  de  front.  Chacun  de  ces  plans  auxiliaires  coupera  chacun 
des  deux  plains  proposés  suivant  une  droite  parallèle  à  ?._,,  une  ligne 
de  front.  Le  point  de  rencontre  de  deux  lignes  de  front  données  par 
le  même  plan  sécant  sera  un  point  de  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans. 

Solution  graphique  (Ep.  262).  Un  plan  de  front  M  coui:)era  le 
plan  T  suivant  une  ligne  de  front  parallèle  à  Te;  Tune  des  projec- 
tions de  cette  ligne  est  parallèle  à  Te,  l'autre  à  l'axe  et  se  confond 
avec  M,c. 

Le  même  plan  coupera  le  plan  S  également  suivant  une  ligne 
de  front  parallèle  à  S,,. . 

Les  deux  droites  ainsi  données  par  le  plan  M  se  coupent  au 
point  a  qui  appartient  à  la  droite  d'intersection  des  deux  p^ins. 

Le  plan  auxiliaire  N  donnera  pareillement  le  [)oint  h. 

Vérifications.  Voir  celles  du  problème  XXXIII. 

351.  Problème  XXXV.  Construire  la  droite  d'intersection  de 
deux  plans  parallèles  à  l'axe  de  iirojection. 
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Solution  (Ep.  262).  Les  doux  [)hins  ont  leurs  traces  parallèles 
à  l'axe  (K'  projoctioii  et  se  ei)ii[)eiit  suivant  une  droite  paiallèle  à  cet 
axe.  On  coupe  les  deux  plans  par  un  plan  quelconque  M,  qui  coupera 
chacun  des  deux  plans  proposés  suivant  une  droite.  Le  point  de  ren- 
contre X  de  ces  deux  droites  appartient  à  la  droite  d'intersection  d 
des  deux  plans. 

352.  Problème  XXXVI.  Co.islniirc  Ja  droite  d'intencclion  de 
deux  [)l'in<  iiul  j.asscut  par  le  pfdc. 

Solution  (Ep.  264).  La  droite  (rintersection  x  passera  par  le 
pôle.  Elle  aura  pour  projection  x,,  le  point  de  rencontre  des  deux 
traccs-doul)les  des  plans,  et  pour  projection  ^;'e  une  normale  à  l'axe 
passant  par  .?;,. . 


353.  Quatrième  problème  fondamental.  Construire  le  jioint 
de  rencontre  d'une  droite  utec  un  plan  qnelconfjiie. 

Solution  dans  l'espace.  Par  la  droite  donnée  d,  on  fait  passer 
un  plan  (lui  coupe  le  plan  proposé  suivant  une  droite.  Le  point  de 
rencontre  de  cette  droite  avec  d  sera  le  point  demandé. 

Solution  graphique  (Ep.  265).  Le  plan  auxiliaire  T  a  ses 
traces  qui  pas.^ent  par  les  projections  centrales  des  traces  de  même 
nom  de  la  droite,  et  la  li,2;ne-limite  L  de  ce  plan  i)asse  par  le  point 
de  fuite  F  de  !a  droite. 

Vérifications.  Les  deux  projections  centrales  i^  et  z'V,  du  point  de 
rencontre  ol/tenu  se  trouvent  sur  une  normale  à  l'axe  de  projection. 

Remarque.  Le  problème  se  simplitia  si  le  plan  auxiliaire  est 
normal  à  \\  ou  à  ?.,. 

354.  Premier  cas.  Le  plan  mcxiliaire  mené  par  la  droite  est 
normal  à  \\  (Ep.  266). 

Les  traces  Te  et  Tic  du  plan  auxiliaire  passeront  par  les  traces 
de  même  nom  de  la  droite.  La  trace  Te  est  normal  à  l'axe  et  la  trace 
T,r.  se  confond  avec  la  projection  d\,  de  la  droite  donnée.  Une  des 
jjrojections  centrales  de  la  droite  d'intersection  de  ce  plan  auxiliaire 
avec  le  phiu  proposé  se  confond  également  avec  d'^. 

355.  2'"^  cas.  Le  plan  auxiliaire  est  normaVà  P,  (Ep.  267). 
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I.a  trace  centrale  Tic  du  plan  auxiliaire  passera  par^/'  et  pnr  la 
trace  a\  île  la  ilioite  donnée.  La  trace  T.-  du  plan  auxiliaire  est  par 
suite  également  déterminée.  La  droite  d'intersection  des  deux  plans 
S  et  T  rencontre  la  droite  proposée  d  au  point  /,  point  de  rencontre 
de  d  et  du  plan  S. 


Applications. 


356.  Problème  XXXVII.  Constniu-e  ïe  'point  de  rencontre  d^une 
droite  avec  un  plan  normal  à  Vy. 

Solution.  Par  la  droite  d,  on  mène  un  plan  normal  à  I^.  On 
construit  la  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans;  cette  droite 
rencontre  la  droite  donnée  à  son  point  de  rencontre  avec  le  plan 
proposé  S. 

Remarque.  La  solution  graphique  de  ce  problème  nous  montre 
qu'il  suffit,  pour  obtenir  le  point  de  rencontre  i  de  la  droite  et  du 
plan,  de  prolonger  la  projection  centrale  d\  de  ^jusqu'à  la  rencontre 
de  la  trace  Sic  du  plan,  pour  avoir  en  ce  point  la  projection  i'^  du 
point  demandé. 

357.  Problème  XXXVIII.  Construire  Viniersectîon  d'un  plan 
perpendiculaire  à  Pi  avec  un  plan  repre'senté  par  deux  droites  qui  se 
coupent  sans  construire  les  traces  de  ce  plan. 

Solution  (Ep.  269).  On  construit  le  point  de  rencontre  de  cha- 
cune des  deux  droites  avec  le  plan  donné  (356).  Les  deux  points  m 
et  n  ainsi  obtenus  déterminent  la  droite  d'intersection  des  deux  plans. 

358.  Problème  XXXIX.  Construire  le  point  de  rencontre  d'une 
droite  d  avec  un  plan  représenté  far  deux  droites  gui  se  coupieiit  sans 
chercher  les  traces  de  ce  j)lan. 

Solution  (Ep.  270).  Par  la  droite  d,  on  fait  passer  un  plan 
auxiliaire  normal  à  Pj.  On  construit,  à  l'aide  du  problème  précédent, 
les  points  de  rencontre  m  et  n  de  ce  plan  avec  les  droites /et  e.  Ces 
deux  points  déterminent  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  auxiliaire 
coupe  le  plan  des  deux  droites. 
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Le  point  de  rencontie  i  de  cette  droite  avec  la  droite  d  sera  le 
point  où  cette  dernière  coupe  le  plan  donne', 

359.  Problème  XL.  Couslniire  le  point  de  rencontre  d'une  droite 
avec  un  plan  de  J'ronl. 

Solution  (Ep.  271).  Un  [)]an  de  front  n'a  qu'une  trace  centrale 
Fjc  parallèle  à  ^a^e.  Le  point  de  rencontre  a\  de  F,c  avec  la  pro- 
jection d\,  de  la  droite  sera  Tune  des  projections  centrales  du  point 
de  rencontre  de  a  avec  F. 

Remarque.  La  solution  graphique  de  ce  problème  est  la  même 
que  celle  du  même  problème  résolu  par  les  projections  obliques.  Le 
mode  de  représentation  sur  P,  du  point,  de  la  droite  et  du  plan  de 
front  étant  le  même  pour  ces  deux  projections. 

360.  Problème  XLI.  Construire  la  droite  d'intersection  de  deux 
plans  représentes  chacun  par  deux  droites  qui  se  coupent  sans  construire 
tes  traces  de  ces  jjJafis. 

Solution.  On  coupe  les  deux  plans  par  une  série  de  plans  de 
front.  Un  tel  plan  coupe  chacune  des  droites  du  premier  plan  en  un 
point,  donc  le  premier  plan  suivant  une  droite.  Le  même  plan  cou- 
pera le  deuxième  plan  également  suivant  une  droite.  Le  point  de 
rencontre  de  ces  deux  droites  sera  un  point  de  la  droite  d'intersec- 
tion des  deux  plans. 

Solution  graphique.  D'après  le  problème  précédent,  on  voit 
que  la  solution  graphique  de  ce  problème  est  la  même  que  celle  du 
même  problème  traité  par  les  projections  obliques. 

361.  Problème  XLII.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui 
rencontre  deux  autres  droites  non  situées  dans  un  même  plan. 

Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  et  par  l'une  des  droites, 
on  mène  un  plan.  Par  le  point  et  l'autre  droite,  on  mène  un  plan. 

Ces  deux  plans  se  coupent  suivant  une  droite  qui  est  la  droite 
demandée. 

Solution  graphique.  Après  avoir  déterminé  les  deux  plans 
auxiliaires,  on  on  construit  la  droite  d'intersection  à  l'aide  du  pro- 
blème précédent  en  coupant  par  une  série  de  plans  de  front. 

Pour  l'épure  et  les  vérifications,  voir  l'épure  du  même  problème 
traité  par  les  projections  obliques. 

10. 
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362.  Problème  XLIII.  Pamllèlement  à  une  droite  donnée,  me- 
ner une  droite  qui  rencontre  deux  droites  quelconques  non  situées  dans 
un  même  plan. 

Solution  dans  l'espace.  Par  la  première  droite,  on  mène  un 
plan  parallèle  à  la  droite  donnée  d.  Par  la  deuxième  droite,  on  mène 
également  un  plan  parallèle  à  d.  Ces  deux  plans  se  coupent  suivant 
la  droite  demandée. 

Solution  graphique.  Ou  détermine  les  deux  plans  sans  en  con- 
struire les  traces;  on  construit  la  droite  d'intersection  de  ces  deux 
plans  en  les  coupant  par  une  série  de  plans  de  front  (360). 


I 


Chapitre    III. 


Rabattements  polaires. 


» 


363.  Considérations  générales.  Le  but  des  rabattements  po- 
laires est  d'obtenir  une  figure  égale  ou  semblable  à  celle  de  l'espace, 
reliée  à  la  projection  centrale  de  cette  dernière  par  des  opérations 
graphiques  simples,  qui  permettent  de  passer  facilement  la  figure 
projetée  à  son  rabattement,  et  réciproquement. 

Suivant  que  le  rabattement  se  fait  sur  le  plan  de  projection  Pg 
ou  sur  un  plan  de  profil,  la  figure  rabattue  sera  égale  ou  semblable 
à  celle  de  l'espace. 

Nous  basons  la  théorie  des  rabattements  polaires  sur  quelques 
principes  relatifs  nwx  figures  perspectives,  du  domaine  de  \?i  géométrie 
moderne,  qui  conduisent  à  des  solutions  graphiques  élégantes  et  très- 
simples  pouvant  être  d'une  grande  utilité  dans  les  applications  des 
projections  centrales  (Perspective  linéaire). 

Voici  ces  principes  : 

I,  Deux  figures  planes  non  situées  dans  un  même  plan  i^oni  perspectives, 
si  aux  points  A,  B,  C,  etc.  de  l'une  d'elles  correspondent,  suivant  une  même 
loi,  des  points  A',  B',  C,  etc.  de  l'autre,  et  que  les  droites  qui  joignent  les  points 
correspondants  AA',  BB',  CC,  etc.  concourent  en  un  point. 

Ce  point  de  concours  est  le  centre  de  coUinéation . 

Ces  figures  perspectives  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

Pro|irié(c  I.  Les  côtés  correspo)tdants  AB  et  A'B',  BC  et  B'C,  AC  et  A'C, 
etc.,  de  deux  figures  perspectives  se  coupent  toujours  sur  la  droite  d'intersection 
des  plans  de  ces  figures  (*). 

Cette  droite  est  Vaxe  de  coUinéation. 

(*)  Corollaire  du  théorème  do  Désargues  sur  les  triangles  perspectifs. 
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Soient  actucllcmenf  deux  figures  perspectives  R  et  R'  situées  dans  deux 
plans  T  et  T'  qui  se  coupent  suivant  l'axe  de  coUinéation. 

Propriété  II.  5i  l'on  fait  tourner  la  fiyurc  R'  autour  de  l'axe  do  cnllinca- 
tion,  et  que  R  reste  fixe,  les  deux  firjures  restent  toujours  perspectives,  elles  ont 
toujours  même  axe  de  ccllinèation,  et  le  centre  de  coUinéation  décrit  un  arc  de 
cercle  dont  le  plan  est  normal  à  l'axe  de  coUinéation,  et  dont  le  centre  se  trouve 
sur  la  droite  de  la  fif/ure  fixe  qui  Torrcspojul  à  la  droite  à  l'infini  de  la  figure 
mobile  (*). 

L'arc  décrit  par  le  centre  de  coUinéation  à  même  mesure  que  le  dièdre 
formé  par  les  deux  positions  extrêmes  de  la  figure  R',  et  la  rotation  se  fait  dans 
le  même  sens. 

Cette  propriété  est  encore  vraie  lorsque  les  deux  plans  de  figure  viennent 
à  se  superposer. 

Appliquons  ces  propriétés  aux  projections  centrales. 

On  a  une  figure  plane  de  P,  et  sa  projection  centrale  sur  Pj.  Ces  deux 
figures  dépendent  l'une  de  lautre  suivant  une  certaine  loi  (La  loi  des  projections 
centrales)  et  sont  perspectives.  Par  suite  : 

1°  Les  côtés  correspondants  doivent  se  couper  sur  l'axe  de  projection, 
intersection  de  P.  et  de  P,,  axe  de  coUinéation  des  deux  fif/ures  perspectives . 

2°  Si  l'on  rabat  P,  sur  l\.  la  propriété  précédente  reste  vraie,  cl  de  plus 
le  centre  de  projection,  centre  de  coUinéation  décrit  un  arc  de  cercle  dont  le  plan 
est  normal  à  l'axe  de  projection,  axe  de  coUinéation,  et  dont  le  centre  se  trouve 
sur  la  ligne  d'horizon  en  p",  le  rayon  de  cet  arc  sera  la  distance  de  p  à  Pj. 

La  ligne  d'horizon  est,  en  effet,  la  ligne  qui,  dans  Pi,  correspond  à  la  ligne 
à  linfini  dans  P,  («oo  et  SOI). 

Donc,  après  le  rabattement  de  P,  sur  P.,  le  nouveau  centre  de  coUinéation 
sera  dans  P„  sur  une  normale  élevée  à  la  ligne  d'horizon  en  p",  et  distant  de  p'' 
d'une  longueur  égale  à  pp". 

Il  faut  donc  aussi  que  ce  nouveau  point  soit  le  point  de  concows  de  toutes 
les  droites  qui  unissent  les  points  correspondants  des  deux  figures  pei'spectives, 
c'est-à-dire,  de  la  figure  de  P,  et  de  sa  projection  centrale  sur  Pj 


364.  La  théorie  des  rabattements  polaires  comporte  quatre  cas 
distincts,  suivant  la  position  des  figures  planes  à  rabattre  par  rap- 
port aux  deux  plans  P,  et  P,. 

(')  Mobius  (Calcul  barycenlrique).—  'àicxncr .  —  Baltzer  (Hlércomcirie,  §  5) 
—  Chasles  (Aperçu  hist.). 
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I.  Cas  général.  La  figure  plane  est  dans  un  plan  oblique  à  Pj 
et  à  P.,. 

II.  Le  plan  de  la  figure  à  rabattre  est  normal  à  P,  ; 

III.  Ce  plan  est  normal  à  l\  ; 

IV.  Ce  plan  est  parallèle  au  plan  P,. 

:\oiaiioiiff.  Un  point  a,  h,c...  de  l'espace  projetù  ccntralcment  cnac,bc,cc... 
aura  son  rabattement  marqué  par  (a),  {h),  (c)... 

365.  Problème  général.  Etant  donnée  la  projection  centrale 
(V  une  fi !j  lire  i^lanc  située  dans  un  flan  oblique  à  Pj  et  à  V^,  02)érer  son 
rahattcment  sur  P,.  la  trace  de  ce  i^lan  sur  V^  étant  prise  pour  axe  de 
rahattement. 

Solution  (Ep.  272^.  Soit  a^l,  la  projection  centrale  d'une  droite 
ah  située  dans  le  plan  T.  Dans  le  plan  T  et  par  les  extrémités  de  ah, 
menons  des  droites  parallèles  à  Tj,  et  prolongeons  ah  et  ces  paral- 
lèles jusqu'à  la  trace  T,. ,  axe  de  rabattement.  Ces  parallèles  se  pro- 
jettent centralement  suivant  des  droites  qui  concourent  en  F. 

Nommons  S  la  figure  formée  par  la  droite  ah  et  les  parallèles  à 
T,  menées  par  a  et  h,  et  soit  Se  la  projection  centrale  de  cette  figure. 

S  et  Se  sont  deux  figures  perspectives  ayant  le  pôlc^;  pour  centre 
de  collinéation  et  la  trace  Te  pour  axe  de  collinéation.  Le  rabatte- 
ment opéré,  S  sera  en  (S)  sur  \\.  (S)  et  Se  sont  encore  deux  figures 
perspectives  dont  les  côtés  correspondants  se  coupent  sur  l'axe  de 
collinéation  Te.  Les  parallèles  à  Tj  menées  par  a  et  h  passeront  dans 
(S)  par  m  et  n  et  sont  parallèles  à  (Tj),  rabattement  ordinaire  de  la 
trace  T,  sur  P^. 

Le  centre  de  collinéation^;  aura  décrit  un  arc  de  cercle  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  Te  et  dont  le  centre  se  trouve  en  c  sur  L, 
droite  do  la  ligure  fixe  qui  correspond  à  la  droite  à  l'infini  de  la 
figure  mobile.  Le  rayon  de  ce  cercle  est  la  distance  c(j;),  vraie  dis- 
tance du  centre  c  au  pôle  ^;. 

Unissons  donc  la  nouvelle  position  cl  du  centre  de  collinéation 
aux  points  a^,  h^  de  Se  par  des  droites  qui  coupent  les  parallèles  à 
(Ti)  menées  par  m  et  n  aux  points  {a)  et  (^),  rabattements  des  points 
a  et  J  de  la  figure  S. 
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(a)(b)  est  donc  le  rabattement  sur  P.,  de  la  droite  ab  située  dans 
le  plan  T  et  projetée  centralement  en  rte^c- 

Pour  avoir  le  rahattcmcnt  ordinaire  (T,),  on  reconstruit  d'abord 
T,.  A  cet  cflet,  on  considère  T,c  comme  projection  centrale  de  Tj, 
ligure  dans  P,  qu'il  s'agit  de  rabattre  sur  P.^. 

Dans  ce  nouveau  ralattement  polaire,  j)  est  le  centre  de  colli- 
ncation  et  Taxe  de  projection  devient  axe  de  collinéation. 

Après  le  rabattement,  le  nouveau  centre  de  collinéation  sera  en 
(p).  Un  point  x  de  T,  qui  se  projette  en  Xc  aura  donc  son  rabatte- 
ment sur  le  prolongement  de  (p)xc  ainsi  que  sur  x"{a'),  rabattement 
de  la  normale  à  l'axe  menée  par  x  et  se  projetant  en  x'x.pi^'' 

Ayant  T,,  on  en  construit  le  rabattement  ordinaire  (T/)  (voir  les 
projections  diédriques). 

Remarques  I.  Les  côtés  correspondants  tels  que  a^h,-...  {a){h)  de 
la  figure  projetée  et  de  la  ligure  iab;ittue  se  coupent  sur  Taxe  de 
rabattement  (363-11). 

II.  Le  rabattement  {a){Ij)  est  uno  Jlgure  égale  à  celle  de  l'espace. 

366.  Problème  réciproque.  On  donne  le  rahaltemeal  sur  Pg 
d'une  Jiffure  plane  située  dans  un  pilan  T  dont  on  a  les  deux  traces  Te  et 
T,c;  construire  la  projection  centrale  de  la  figure  plane. 

Solution  (Ep.  272).  A  déduire  de  la  solution  du  problème  gé- 
néral. 

367.  Cas  particulier.  Etant  donnée  la  projection  centrale  d'une 
Jlgure  plane  située  dans  un  plan  oblique  par  rapport  à  P.  et  à  P,,  opérer 
son  rabattement  sur  un  plan  de  front,  îine  ligne  de  front  du  'plan  de  la 
fgurc  étant  prise  poîir  axe  de  rabattement. 

Solution  (Ep.  273).  Le  rabattement  se  fait  autour  de  la  ligne 
de  front  M  d'après  les  principes  développées  au  problème  géné- 
ral (265). 

Remarque.  Le  rabattement  obtenu  {a)[b)  n'est  pas  une  figure 
égale  à  celle  de  l'espace  m;iis  bien  nnafgure  semblable  à  celle-ci. 

Si  l'on  rabattait  a?  autour  de  Te,  on  obtiendi-ait  (3)(i^),  vraie  lon- 
gueur de  a?.  Comme  (a)(?)  est  parallèle  à  {a){b),   on  prouvera  que 

-7—^-  —     [ .  C'est  ce  rapport  qui  sert  à  déduire,  du  rabattement  {a){b) 
obtenu,  la  vraie  longueur  de  la  figure  a?  de  l'espace. 


—    159    — 

Si  la  figure  à  rabattre  a  plus  de  deux  sommets,  ce  rapport ^ — 
est  celui  des  segments  déterminés  sur  Te  et  Me  par  le=5  fuyantes  qui 
unissent  F  à  deux  sommets  quelconques  de  la  figure  projetée. 

368.  Réciproque  du  jirohlème  précédent . 

Solution.  Les  opérations  sont  l'inverse  de  celles  du  cas  particu- 
lier du  prol)lème  précédent. 

a«».  Eïorcicc»  et  application.**.  Les  cas  n°  II  et  n°  m  Ju  problème  des 
rabattements  polaires  peuvent  être  considérés  comme  des  corollaires  du  pro- 
blème général  (»©*).  Le  raisonnement  est  le  même  et  les  constructions  gra- 
phiques qui  en  découlent  différent  peu. 

lira».  Proltlèine  I.  Etant  donnée  la  projection  centrale  d'une  figure  plane 
située  dans  un  plan  T  normal  à  P,,  en  construire  le  rabattement  sur  Pt,  la 
trace  Te  étant  prise  pour  axe  de  rabattement. 

Miolution.  La  solution  de  ce  problème  est  comprise  dans  l'épure  «35. 

eau  particulier.  Le  rabattement  devant  se  faire  autour  d'une  ligne  de 
ront  du  plan  T. 

Problèmes  réciproques.  A.  Du  problème  I. 

B.  Du  cas  particulier  précédent. 

III  ras.  Problème  II.  Etant  donnée  la  projection  centrale  d'une  figure 
plane  située  dans  un  plan  T  normal  à  Pj,  en  construire  son  rabattement  sur  P,, 
la  trace  Te  étant  prise  pour  axe  de  rabattement. 

.Solution.  Elle  est  comprise  dans  l'épure  «ï*. 

Ca.*  particulier.  Le  rabattement  devant  se  faire  autour  d'une  ligne  de  front 
du  plan  T. 

ProblèniCM  réciproques.  A.  Du  problème  II. 

B.  Du  cas  particulier  précédent. 

370.  I"V  Cas.  Etant  donnée  la  projection  centrale  d'une  figure 
plane  située  dans  un  plan  parallèle  à  Pj,  en  construire  le  rabattement 
sur  Pj  ;  sa  trace  Te  étant  prise  pour  axe  de  rotation. 

Solution.  La  solution  de  ce  problème  diffère  peu  de  celle  du 
problème  général.  Nous  traiterons  ce  problème  dans  tous  ses  détails 
dans  les  applications  (371). 
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Chapitre   IV. 


Applications.  —  Problèmes. 


371.  Problème  I.  Etant  donnée  la  projection  cent  mie  (Viin  trian- 
gle silure  dans  Pj,  construire  son  ralattemcnt  sur  P,. 

Solution  (Ep.  274).  Joignons  les  sommets  du  triangle  au  point 
y,  nous  aurons  un  faisceau  de  droites  qui,  avec  a^bcdc^  forment  une 
figure  Se,  projection  centrale  d'une  figure  S  située  dans  Pj  et  formée 
du  triangle  aie  et  de  normales  abaissées  des  sommets  a,  b  et  c  sur 
l'axe  de  projection. 

Les  deux  figures  S  et  Se  qui  sont  perspectives  ont  le  pûlej^J  pour 
centre  de  collinéation  et  Paxe  de  projection  pour  axe  de  collinéation. 

Le  rabattement  opéré,  le  nouveau  centre  de  collinéation  sera  en 
(p)y  les  normales  ^"w,,  ^";i  et  j/'s  en  ni{Ij),  n{a)  et  n{c)  et  dirigées  sui- 
vant des  normales  à  l'axe. 

Les  points  de  rencontre  de  ces  normales  avec  les  rayons  (j;)rtc 
{p)lc  et  (p)dc,  donnent  les  sommets  («),  (b)  et  (r)  du  triangle  rabattu. 

Remarque.  Cette  solution  est  celle  du  IV  cas  des  rabattements 
polaires  :  Opérer  le  rabattement,  le  plan  de  la  figure  -plane  est  sur  Pi 
ou  parallèle  à  Pj. 

372.  Problème  II.  Un  triangle  est  situé  dans  le  géométral,  en 
constrîiire  sa  persjiectire. 

Solution  (Ep.  274).  Ce  problème  important  des  applications  des 
projections  centrales  est  le  problème  réciproque  du  précédent. 

L'épure  (274)  nous  donne  immédiatement  la  solution  simple  et 
facile  qui  dispense  des  horizontales  à  45"  et  de  l'emploi  des  points 
de  distance,  comme  on  a  l'habitude  de  le  faire  dans  la  pratique  de 
la  perspective. 


I 
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373.  Problème  III.  Com^iruire  la  réritalle  longueur  d'une  por- 
tion de  droite. 

Solution  dans  Tespace.  Par  la  droite  (lonn('o,  on  fait  passer 
un  plan  noimul  à  \\  \3lQ).  On  rabat  ce  plan  avec  la  droite  y  con- 
tenue sur  Po,  en  se  servant  de  la  trace  Te  comme  axe  de  rotation. 
Le  rabattement  ohtenu  sera  la  véritable  longueur  de  la  droite. 

Solution  graphique  (Ep.  275).  La  trace  Te  du  plan  auxiliaire 
sera  prise  pour  axe  do  rotation.  On  unit  les  deux  extrémités  ttc  et  hc 
de  a^hc  au  point  F  par  des  droites.  Ce  faisceau  de  droites  et  «c^c  for- 
ment une  figure  Se  qui  est  la  projection  centrale  d'une  tigure  S  située 
dansT  et  dans  laquelle  les  rayons  «cFet  h^Y  deviennent  des  normales 
à  Te.  Ces  deux  figures  sont  perspectives,  avant  et  après  le  rabatte- 
ment et,  celui-ci  opéré,  le  centre  de  collinéation  sera  en  M,  l'axe  de 
collinéation  étant  Te  et  la  ligne  limite  du  plan  T,  la  droite  FL  paral- 
lèle à  Te. 

Vérifications.  {a){h)  et  a^h,.,  se  coupent  en  x  sur  Te. 

Les  points  j?,(«),(i)  et  {g)  sont  en  ligne  droite. 

ncni:ii'(|MP.«<  I.  Ce  problème  donne  la  solution  du  II  cas  des  rabattement 
polaires  :  Opérer  le  rabattement,  la  figure  plane  étant  située  dans  un  plan  nor- 
mal à  P,. 

11.  En  perspective,  un  plan  normal  à  P,  devient  un  plan  fuyant;  celui-ci 
est  un  plan  fuyant  principo.l,  s'il  passe  par  le  pôle,  le  point  de  vue. 

Le  problème  précédent  nous  donne  une  solution  très-simple  d'un  problème 
de  perspective. 

374.  Problème  IV.  Une  fgiire  plane  est  située  dans  un  plan 
fuyant,  en  construire  la  perspective. 

Solution  (Ep.  276).  Ce  problème  est  la  réciproque  du  précé- 
dent. Soit  («)(ô)(c)  la  figure  (/)  à  mettre  en  perspective.  Elle  est  ra- 
battue sur  Po  (le  tableau)  autour  de  Te,  trace  du  plan  qui  la  contient 
et  dont  Tie  est  l'autre  trace. 

Ou  construit  le  centre  de  collinéation  [p)  pour  la  figure  rabattue 
et  sa  projection  centrale.  Ce  point  est  sur  la  ligne  d'horizon,  la  ligne 
limite  L  du  plan  T  étant  parallèle  à  Te  donc  normale  à  la  ligne 
d'horizon. 

La  simple  inspection  de  ré[)ure  donne  hi  description  de  la  solution. 

BrEITHOF.   GkOM.  DESCRIPT.  III,  U 
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Remarque.  En  pcrspcctivo,  lo  point  (ji)  se  \]ommo  point  de  dis- 
tance accidentel. 

375.  Problème  V.  Constniirc  VangU  quioie  droite  fait  avec 
chacun  des  dcu.r  piuits  de  projection. 

I.  Angle  de  la  droite  avec  P,.  Diiiis  ripiirc  du  ])ioblème  III 
(Ep.  275),  Fanglo  (jue  fuit  la  (Iroito  rabattue  {(i){!y)  avec  Taxe  de  pro- 
jection est  Tangle  de  la  droite  avec  P,, 

L'axe  de  projection  est,  en  ciFet,  le  rabattement  de  la  pieraière 
trace  T,  du  plan  projetant  de  la  droite, 

II.  Angle  de  la  droite  avec  P.,.  Par  la  droite,  on  lait  passer 
un  plan  normal  à  P.,.  L'angle  que  fait  la  droite  d  avec  la  trace  de  ce 
plan  sur  P,  sera  l'angle  de  la  droite  et  de  Pg.  Cette  angle  se  déter- 
mine par  le  rabattement  de  d  sur  P.,  autour  de  la  trace  Te- 

Solution  graphique  ^Ep.  277).  La  (race  T,c  du  plan  auxiliaire 
passe  par  7/'  et  par  le  point  de  rencontre  hc  des  deux  projections 
centrales  de  la  droite.  Le  rabattement  de  d  sur  P^  s'obtient  en  unis- 
sant deux  points  «e  et  ^'c  de  de  kjj"  par  des  droites  qui  coupent  Te 
en  m  et  n,  et  qui  se  rabattent  sur  P.^  suivant  les  normales  w(«)  et  n{h) 
à  Te.  Le  centre  de  collinéution  M  de  a,  h.,  et  de  {a){l)  sera  sur  la  nor- 
male à  L  menée  par/',  et  sur  cette  normale  à  une  distance  dc2)"=p2)"' 
Ce  point  M  unira  (a)  et  «,.,  (ô)  et  b,.  L'angle  de  {a){h)  avec  Te  sera 
l'angle  2  de  d  avec  V.,. 

Vérifications.  a,be  et  {a){b)  se  coupent  sur  l'axe  de  collinéa- 
tion  Te. 

376.  Problème  VI.  Construire  la  distance  d'tin point  à  une  droite. 
Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  a  et  la  droite  d,  on  fait 

pasS3r  un  plan  T.  On  raV.at  ce  plan  avec  la  droite  et  le  point  sur  Pg, 
en  se  servant  de  la  tiace  Te  comme  axe  de  rabattement.  On  construit 
la  distance  de  (a)  à  [d)  et  on  relève  cette  distance. 

Solution  graphique  (Ep.  278).  Par  le  point  a,  on  mène  une 
droite  parallèle  à  d.  Cette  droite  avec  d  déterminent  le  plan  T.  On 
reconstruit  la  trace  T,  à  Taitle  d'un  rabattement  polaire  auxiliaire, 
puis  son  rabattement  ordinaire  (T,)  sur  Pg. 

Les  rabattements  polaires  du  point  a  et  de  la  droite  d  s'obtiennent 
en  [a)  et  {d),  à  l'aide  de  la  solution  donnée  pour  le  problème  général 
(365).  {a){g)  sera  la  distance  cberchéc  qui  se  relève  en  «c^c  et  a'c^'c . 
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Vérifications  I.  {(i){g)  et  a,g^  se  coupent  sur  Taxe  de  colli- 
nratiou. 

II.  au  est  une  droite  du  plan  T.  Par  suite  son  point  F  est  sur  la 
ligne  d'hori/.on  et  Eon  point  F'  sur  L, 

377.  Problème  VII.  Conslfuirc  la  dlslaiicc  de  deux  droites  pa- 
rallèles. 

Solution  dans  l'espace.  Les  deux  droites  déterminent  un  plan 
T.  On  raliat  ce  plan  avec  les  (\<i\\x  droites  sur  P,.  en  se  servant  de  la 
trace  Te  comme  axo  de  rabattement. 

La  distance  des  deux  droites  rabattues  sera  la  distance  des  deux 
droites  données. 

Cette  distance  sera  ensuite  relevée  en  projections. 

Solution  graphique  (Ep.  278).  La  solution  graphique  ainsi  que 
les  véritications  sont  exccutccs  dans  l'cpure  du  problème  précédent. 

378.  Problème  VIII.  Ccnslniirc  Vanijle  de  deux  drolles  qui  se 
couiicut  ainsi  que  la  dissectrice  de  cet  angle. 

Solution  dans  Tespace.  Les  deux  droites  déterminent  un  plan 
T  que  l'on  rabat  sur  P,  avec  les  deux  droites  y  situées,  en  se  servant 
de  la  trace  Tp  comme  axe  de  i-al)attement. 

L'angle  des  deux  droites  rabattues  sera  l'angle  demandé. 

On  construira  la  l)isscctrice  de  l'angle  ainsi  obtenu  et  on  relève 
cette  droite. 

Solution  graphique  (Ep.  279).  Les  deux  traces  Te  et  Tje  du 
plan  des  deux  droites  i)ass  'iit  par  les  traces  polaires  de  même  nom 
des  deux  droites  données. 

La  trace  Tjc  sera  redrossée  en  Ti  et  rabattue  en  Tj  sur  P^  (365). 

Pour  construire  le  rabattement  des  Ai^wy.  droites  d  et  c,  il  suffit 
de  construire  le  rabattement  [a)  du  point  de  rencontre  a  (365). 

Vérifications  L  Les  rabattements  [d]  et  [e)  des  deux  droites 
données  rencontrent  la  trace  rabattue  (Tj)  en  deux  points  [t)  et  {ii)) 
qui  sont  les  rabattements  des  points  i\  et  ;i'':,  et  qui  se  trouvent  par 
conséquent  unis  à  ces  points  par  des  droites  qui  passent  par  j\I. 

IL  La  bissectrice  iabatlu3  rencontre  (Tj)  en  [q],  point  situé  éga- 
lement avec  q\-  sur  la  droite  (!7)M. 

III.  La  bissectrice  est  dans  le  plan  T,  ses  traces  sont  sur  les 
traces  de  même  nom  de  ce  plan. 
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379.  Problème  IX.  Un  plan  étant  donné  j^di'  ses  deux  traces  Te 
et  T,r,  construire  l'angle  des  deux  traces  T,  et  Tg. 

Solution  lEp.  279K  On  rabat  la  trace  T,c  sur  P.^  en  bc  servant 
de  la  trace  Te  connue  a.KC  de  rabattement.  L'angle  de  Te  avec  (T,) 
sera  l'angle  demandé. 

380.  Problème  X.  Dans  nn  iiïan  donnée  construire  une  droite 
gui  soit  à  une  distance  donnée  r  d'une  autre  droite  également  située 
dans  ce  'plan. 

Solution  dans  l'espace.  On  rai  at  le  })lan  T  avec  la  droite  d 
qu'il  contient  sur  P»,  en  se  servant  de  la  trace  Te  comme  axe  de  ra- 
battement. Dans  Pg,  on  construira  une  droite  parallèle  à  d  rabattue 
et  à  la  distance  voulue  de  celle-ci.  Cette  droite  a'nsi  construite  est 
le  rabattement  de  la  droite  demandée,  que  l'on  n'a  qu'à  relever  en 
projections. 

Solution  graphique  (Ep.  280  .  On  redresse  la  trace  T,  (365) 
que  l'on  ral-at  ensuite  en  (Tj)  sur  I^.  Le  prol)]ème  s'achève  ensuite 
d'après  les  considérations  du  problème  général  (365). 

Vérifications  L  La  droite  e  sera  parallèle  à  d,  donc  les  points 
de  fuite  F  et  F'  de  d  app.irtiennent  également  à  e. 

IL  Les  trois  points  s',  w'c  et  F'  sont  en  ligne  droite. 

IIL  II  en  est  de  même  des  points  (;i),  n\  et  M. 

IV.  Les  deux  projections  e^  et  e\  se  coupent  en  %'e  sur  Tic, 
la  droite  e  devant  se  trouver  dans  le  plan  T. 

381.  Problème  XI.  Etant  donnés  un  point  et  une  droite^  déter- 
miner, sur  la  droite,  un  point  distant  du  point  donné  d'une  longueur 
donnée  v. 

Solution  dans  lespace.  Par  le  point  et  la  droite,  on  fait  passer 
un  plan  T.  On  rabat  ce  plan  avec  le  point  et  la  droite  sur  P,,  en  se 
servant  de  la  trace  Te  comme  axe  de  rabattement.  Du  rabattement 
du  point,  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  donnée  v 
on  décrit  un  arc  de  cercle,  qui  peut  couper  le  rabattement  de  la  droite 
en  deux  points  qui  seront  les  rabattements  des  points  demandés. 

Remarque.  Le  problème  admettra  deux  solutions,  une  solution, 
ou  sera  impossible,  suivant  que  la  distance  v  est  plus  grande  que  la 
distance  du  rabattement  du  point  à  celui  de  la  droite,  égale  à  cette 
distance  ou  plus  petite  que  cette  dernière. 
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Solution  graphique  (Ep.  280j.  Une  partie  de  la  solution  est 
comprise  daus  l'épure  du  problème  précédent.  Le  point  (/)  et  la 
droite  {d}  sont  les  rabattements  du  point  et  de  la  droite.  Le  lecteur 
aclu'vera  l'épure. 

382.  Problème  XII.  Par  2in  point  donné,  mener  îcue  droite  qui 
rencontre  une  autre  droite  d  soies  îin  angle  donné  ^. 

Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  et  la  droite,  on  fait  passer 
un  plan  T  que  l'on  raliat  avec  le  point  et  la  droi'.e  sur  Pj,  en  se 
servant  de  la  trace  Te  comme  axe  de  rotation. 

Par  le  rabattement  du  point,  on  mène  une  droite  [g)  qui  ren- 
contre {d)  sous  l'angle  donné  '^.  {g)  sera  la  droite  demandée  que  l'on 
relèvera  en  projections. 

Solution  graphique  (Ep.  280).  Une  partie  de  la  solution  est 
comprise  dans  l'épure  280.  Ce  sont  les  rabattements  des  données. 

383.  Problème  XIII.  Trois  points  étant  donnés,  construire  la 
xéritahlc  forme  du  triangle  dont  ces  trois  2)oints  seraient  les  sommets. 

Solution  dans  l'espace.  Par  les  trois  points,  on  fait  passer  un 
plan.  On  rabat  ce  plan  avec  les  trois  points  sur  Pg  en  se  servant  de 
la  trace  Te  comme  axe  de  rabattement.  Le  tiiangle  dont  les  sommets 
sont  les  trois  points  rabattus  sera  le  véritable  triangle  de  l'espace. 

Solution  graphique  (Ep.  281).  On  détermine  les  traces  du 
plan  des  trois  points  (323;.  On  construira  la  trace  Ti  de  ce  plan  et 
son  rabattement  (T,)  sur  Pg  (365). 

Les  rabattements  (a),  (J),  {e)  des  sommets  a,,  l  et  e  du  triangle 
donné  se  construisent  à  l'aide  du  problème  général  (366). 

Vérifications.  Les  côtés  correspondants  {a){e)  et  a^ec,  {e){b)  et 
«e^c,  («)(^)  et  «e^c  de  {a){b){e)  et  «c^c^c  se  coupent  sur  l'axe  de  colli- 
néation  Te. 

384.  Problème  XIV.  Trois  points  étant  donnés,  construire  le 
triangle  dont  ces  trois  pmnts  seraient  les  sommets  ainsi  que  le  centre  du 
cercle  inscrit  dans  ce  triaiigle. 

Solution.  Après  avoir  construit,  comme  au  problème  précédent, 
le  rabattement  [a){l)){é)  du  triangle,  on  construira  le  centre  (o)  du 
cercle  inscrit  à  ce  triangle  et  Ton  reconstruira  les  projections  cen- 
trales Oe  et  o'c  de  ce  point  (366). 
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385.  Problème  XV.  Co/is/riiire  une  ligue  de  jJl'fS  grande  penle 
d'un  plan  sur  le  2)1  au  l\. 

Solution  daus  lespace.  La  lip;ne  de  plus  graiule  pente  crun 
plan  S  sur  l\  est  la  droite  d'intii section  de  S  avec  un  plan  normal 
à  la  trace  S,.  Un  tel  plan  T  sera  normal  à  P,  ;  sa  trace  ïc  est  normal 
à  l'axe  de  j^nijcction  et  sa  trace  T,,.  aura  \)uuv  jjoint  de  fuite  le 
point  F',  trace  sur  P.,  d'ui.e  parallèle  à  P,  menre  par  7;  normalement 
à  une  parallèle  à  S,  menée  èL'alement  par;;. 

Solution  graphique  (Ep.  282).  On  redresse  S,  (365). 

Pour  construire  F',  rabattons  le  contre  de  ]  rojection  sur  Pg 
autour  de  la  ligne  d'horizon  i)rise  pour  axe  de  rotation.  Le  centre 
sera  rabattu  en  (p)  et  {]))Tv  sera  le  rabattement  d\ine  parallèle  à  S,. 
Une  normale  à  (^;)Ii  menée  par  (p)  coupera  la  ligne  d'horizon  au 
point  F', 

La  droite  d"intcrs(  ction  d'un  plan  T  normal  à  S,  avec  le  plan 
proposé  S  seia  une  ligne  de  plus  grande  pente  de  S  sur  l'i. 

386.  Problème  XVI.  Coustntire  l'cuir/le  de  2Wite  d'un  plan  ï 
sur  Pj. 

Solution  dans  l'espace.  Ou  coupe  le  jdan  T  par  un  plan  S  nor- 
mal à  la  trace  T,,  Ou  obtiendra  une  ligne  de  plus  grande  pente  de 
T  sur  P,.  L'angle  que  fait  cette  ligne  avec  la  trace  T,  du  plan  T  sera 
l'angle  demandé. 

Cet  angle  se  construit  en  rabattant  le  iilan  S  sur  V^  autour  de 
Se  comme  axe  de  rotation. 

Solution  graphique  (Ep.  283j.  Après  avoir  construit  le  plan 
S  et  la  ligne  de  plus  grande  jieiite  r  de  T  sur  [\  (385) ,  on  rabat 
cette  ligne  r  avec  le  plan  S  sur  P,  autour  de  Se. 

Le  rabattement  m{o)  de  la  ligne  de  j»!us  grande  pente  l'ail  avec 
Paxe,  rabattement  de  la  trace  S,  du  plan  S  un  angle  (t  qui  est  l'an- 
gle de  pente  du  plan  S. 

387.  Problème  XVII.  Co..strîiire  le  plan  bissecteur  du  dièdre 
formé  par  un  plan  douné  T  avec  le  plan  P,. 

Solution  dans  l'espace.  On  construit,  par  rabattement,  comme 
au  problème  précédent,  l'angle  de  pente  de  T  sur  Pj.  Le  plan  bis- 
secteur divisera  cet  angle  en  deux  parties  égales  et  contiendra  la 
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bissectrice  de  cet  angle.  La  trace  de  cette  I)isscctrice  sui-  P.,  s.ra  un 
point  do  la  trace  B^  du  plan  bissecteur.  La  trace  Bi,-  se  confondra 
évidemment  avec  la  Irace  T,,,  du  plan  donné. 

Solution  graphique  (Ep.  283).  Soit  »  l'angle  de  pente  du  plan 
T  sur  P,.  Le  rabattement  {o)/i.  de  la  bissectrice  de  cet  angle  rencontre 
Se,  Taxe  de  rotation,  donc  le  plan  P.,  au  point  n,  trace  de  la  bissec- 
trice sur  P,.  En  unissant  7i  à  X,  on  aura  la  trace  I5c  du  plan  bissecteur 
dont  T,,  est  la  trace  P),  . 

388.  Problème  XVIII.  Construire  la  distance  d'un  foint  à  un 
lûan. 

Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  donné,  ou  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  le  plan.  On  construit  le  pied  de  cette  perpendi- 
culaire. La  véritable  longueur  de  la  distance  de  ce  pied  au  point 
donné  sera  la  distance  de  ce  point  au  plan. 

Solution  graphique  (Ep.  284).  Pour  abaisser  du  j^oint  donné 
une  normale  sur  le  plan  T,  on  coupe  le  plan  T  par  un  plan  S  qui 
passe  par  le  point  a  et  qui  est  normal  à  la  trace  Tj.  Ce  plan  sera 
normal  à  T  ;  il  contiendra  donc  la  normale  demandée  et  coupera  T 
suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  plan  sur  Pj. 

On  construit  le  plan  S,  la  ligne  de  plus  grande  pente  r  ainsi 
que  son  rabattement  (;•)  (386). 

On  construit  de  même  le  rabattement  [a)  du  point  a  situé  égale- 
ment dans  le  plan  S. 

La  distance  {a){y)  de  («)  au  rabattement  (;•)  est  la  distance  du 
point  a  au  plan  donné  T;  elle  se  relève  en  aj)^,^  a\lU^  en  relevant  le 
point  [l)  en  l,-  et  l\- . 

389.  Problème  XIX.  Construire  la  distance  de  deux  2^1  a  us  pa- 
rallèles. 

Solution  dans  l'espace.  On  détermine,  comme  au  problème 
précédent,  la  distance  du  point  de  rencontre  a  du  plan  v  avec  l'axe 
de  projection  au  second  plan  S.  Cette  distance  est  celle  des  plans  v 
et  S. 

390.  Problème  XX.  Construire  Vaiif/le  d'ime  droite  et  d'un  plan. 
Solution  dans  lespace.  D'un  point  de  la  droite,  on  abaisse 

une  perpendiculaire  sur  le  plan  (388).  L'angle  que  fait  la  droite  avec 
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cette  perpendiculaire  sera  le  compU'ment  de  Tangle  de  la  droite  et 
du  p!an.  Cet  angle  se  construit  i)ar  rabattement. 

391.  Problème  XXI.  Construire  l'angle  de  deux  plans. 
Solution  dans  l'espace.  D'un  point  quelconque  de  l'espace,  on 

abaisse  une  normale  sur  chacun  des  deux  plans  (388).  L'angle  de 
ces  deux  droites  (378)  sera  le  supplément  de  l'angle  plan  corres- 
pondant du  dièdre  des  deux  plans. 

392.  Problème  XXII.  Construire  l'angle  de  deux  plans  paral- 
lèles à  /'we  de  projcctluii. 

Solution  dans  l'espace.  On  coupe  les  deux  plans  par  un  plan 
normal  à  leur  intersection  commune,  à  l'axe  de  projection. 

Ce  plan  coupe  chacun  des  deux  plans  donnés  suivant  une  droite. 
L'angle  de  ces  deux  droites  sera  l'angle  plan  correspondant  du  dièdre 
des  deux  plans. 

Solution  graphique  (Ep.  285).  Le  plan  auxiliaire  V  normal  à 
l'axe  a  sa  trace  Vc  normale  à  l'axe  et  sa  trace  Vjc  qui  passe  par  jî". 
Ce  plan  coupe  les  deux  plans  proposés  suivant  les  droites  mn  et  qr. 

L'angle  de  ces  deux  droites  se  construit  par  rabattement.  C'est 
l'angle  (/•)(*)('0- 

Vérifications.  Les  côtés  de  l'angle  ral)attu  passeront  par  {r)  et 
(«),  rabattements  des  points  r  et  n.  Les  points  (r)  et  r^,  [n)  et  Wc 
doivent  donc  se  trouver  sur  des  droites  qui  passent  par  le  centre  de 
coUinéation  M. 

393.  Problème  XXIII.  Construire  le  plan  lissecteur  de  V angle 
formé  par  deux  plans  parallèles  à  Taxe  de  projection. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  bissecteur  contiendra  la  bis- 
sectrice de  l'angle  plan  correspondant  du  dièdre  des  deux  plans.  Les 
traces  du  plan  bissecteur  sont  parallèles  à  l'axe  et  passent  respecti- 
vement par  les  traces  de  même  nom  de  la  bissectrice. 

Solution  graphique  (Ep.  285).  On  construit,  d'après  le  théo- 
rème précédent,  l'angle  plan  correspondant  des  deux  plans. 

La  bissectrice  de  cet  angle  rencontre  Vc  en  y  et  l'axe  ou  (V,)  en 
(a;),  point  qui  se  relève  en  x^.  Les  traces  Bc  et  i>jc  du  plan  bissecteur 
passeront  donc  respectivement  par  y  ^i  x^. 

394.  Problème  XXI'V.  Connaissant  la  projection  centrale  T,,.,  de 


I 
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la  trace  Ty  d'îinplan,  ainsi  que  son  angle  de  penle  sur  P^,  construire  la 
trace  Te  de  ce  flan  sur  P^. 

Solution  dans  l'espace.  Ce  problème  est  l'inverse  de  celui  du 
§  386.  On  coupe  le  plan,  supposé  connu,  par  un  plan  normal  à  la 
trace  T,,  dont  on  connaît  la  projection  centrale  Tic. 

Ce  plan  coupera  le  plan  T  suivant  une  ligne  de  plus  grande 
pente,  dont  l'angle  de  pente  «  est  donné. 

La  trace  de  cette  ligne  sur  P,  sera  un  point  de  la  trace  Te  du 
plan  T. 

Solution  graphique  (Ep.  286).  Le  plan  auxiliaire  S  normal 
à  Ti  a  sa  trace  Se  normale  à  l'axe  et  sa  trace  Sic  qui  passe  par  F', 
point  de  fuite  des  horizontales  normales  à  Tp 

On  opère  le  rabattement  de  ce  plan  S  sur  Pg  en  se  servant  de 
Se  comme  axe  de  rotation.  Le  point  m\,  trace  de  la  ligne  de  plus 
grande  pente  j:;  du  plan  T,  se  rabat  sur  l'axe  de  projection  en  [m). 
L'angle  «  étant  connu,  {m){n)  sera  le  rabattement  [f)  de  la  ligne  de 
plus  grand  pente  j9  et  (/^)  sa  trace  sur  Pg.  La  trace  Te  du  plan  pas- 
sera donc  par  {n)  et  par  x,  point  de  concours  sur  l'axe  des  deux  traces 
Te  et  Tie  du  plan  T. 

Vérifications.  La  trace  Te  ainsi  construite  doit  être  parallèle  à 
FR  qui  est  la  ligne  limite  L  du  plan  T.  Le  point  F  est  le  point  de 
fuite  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  ^j  du  plan  T. 

395.  Problème  XXV.  Par  un  jjoint  donné,  mener  un  flan  paral- 
lèle à  l'axe  de  projection,  et  qui  soit  distant  de  cette  ligne  d'une  longueur 
donnée  r. 

Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  donné  a,  on  mène  un  plan 
normal  à  l'axe  de  projection.  Ce  plan  coupe  l'axe  en  un  point  o  et  le 
plan  demandé  suivant  une  droite.  Cette  droite  d  passera  par  le  point 
a  et  sera  tangente  à  la  circonférence  de  cercle  décrite  de  o  comme 
centre  avec  la  longueur  donnée  v  comme  rayon. 

Solution  graphique  (Ep.  287).  Le  plan  auxiliaire  S  mené  par 
a  normalement  à  l'axe  aura  sa  trace  Sic  qui  passe  par  ^"  et  a'c,  et  sa 
trace  Se  normale  à  l'axe. 

Ce  plan  et  le  point  a  seront  rabattus  sur  Pj  en  se  servant  de 
de  Se  comme  axe  de  rotation.  Du  rabattement  {a),  on  mène  une  tan- 
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gente  {a){m)n  à  la  circonférence  de  cercle  décrite  de  o  comme  centre 
avec  r  comme  rayon. 

Cette  tangente  rencontre  Taxe  en  (m)  et  Se  en  n.  n  sera  la  trace 
de  la  droite  sur  P,  et  (m)  le  rabattement  sur  T,  de  la  trace  de  ^ 
sur  P,.  Cette  trace  sera  relevée  en  nie. 

La  trace  T,c  passera  par  ;.c,  la  trace  Te  par  le  point  n,  et  les 
deux  traces  T,c  et  Te  sont  parallèles  à  l'axe  de  projection. 
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